POLOS OLIMPICOS DE
TREINAMENTO INTENSIVO

Problemas Resolvidos

Nivel 2

Quadrilateros Inscritiveis

Material elaborado por Susana Frémeta Fernandez



Problemas

Problema 1. Seja ABC'D um paralelogramo. A bissetriz de ZBAD corta BC em M e o prolonga-
mento de CD em N. Se O é o circuncentro do triangulo AMCN, mostre que o quadrilatero BOCD
é inscritivel.

Problema 2. (BAMO) Seja k um circulo no plano zy com centro sobre o eixo y e passando pelos
pontos A = (0,a) e B = (0,b) com 0 < a < b. Seja P um ponto qualquer do circulo, diferente de A
e B. Seja @) a intersecgao da reta que passa por P e A com o eixo z, e seja O = (0,0). Prove que
/BQP = ZBOP.

Problema 3. (OBM) As diagonais de um quadrilatero inscritivel ABC'D se intersectam em O. Os
circulos circunscritos aos tridngulos AOB e COD intersectam as retas BC e AD, pela segunda vez,
nos pontos M, N, P e Q. Prove que o quadrilatero M N P(Q) esta inscrito em um circulo de centro O.

Problema 4. (Ibero) Num tridngulo escaleno ABC traca-se a bissetriz interna BD, com D sobre
AC. Sejam E e F, respectivamente, os pés das perpendiculares tragadas desde A e C até a reta BD,
e seja M o ponto sobre o lado BC' tal que DM é perpendicular a BC'. Prove que ZEMD = ZDMF.

Problema 5. Seja M o ponto de intersecao das diagonais de um quadrildtero inscritivel ABC D, em
que ZAMB é agudo. O triangulo isosceles BCK é construido exteriormente ao quadrilatero, com a
base sendo BC| tal que /KBC + ZAM B = 90°. Prove que KM é perpendicular a AD.

Problema 6. (Cone Sul) Seja ABC'D um quadrado (os vértices estao nomeados no sentido horério)
e P um ponto qualquer pertencente ao interior do segmento BC. Constréi-se o quadrado APRS (os
vértices novamente nomeados no sentido horério). Demonstrar que a reta CR é tangente a circun-
feréncia circunscrita ao triangulo ABC.

Problema 7. (IMO) Duas circunferéncias I'y e I's intersectam-se em M e N. Seja ¢ a tangente
comum a [y e 'y que estd mais préxima de M do que de N. A reta £ é tangente a I'y em A e a 'y em
B. A reta paralela a ¢ que passa por M intersecta novamente a circunferéncia I';y em C' e novamente
a circunferéncia I'y em D. As retas C'A e DB intersectam-se em E; as retas AN e C'D intersectam-se
em P; as retas BN e C'D intersectam-se em (). Mostre que EP = EQ.



Solucoes

1. Denotemos por « os angulos o« = /BAN = /NAD. Como ABCD é paralelogramos temos que
MNC =/ZBAN =ae ZCMN = ZNAD = «. Isso implica que AMCN ¢ isésceles e, portanto CO
é mediatriz, bissetriz e altura do triangulo M CN relativos ao lado M N. Denotemos por 5 os angulos
B=/MCO =/0OCN.

Usando que O é o circuncentro de AMCN temos que OC = OM e que ZMOC =2/MNC =2«
pois ZMOC' é o angulo central relativo ao mesmo arco do circuncirculo de AMCN onde ZMNC
estd inscrito. Veja também que /DCO = /DCB + /ZBCO = 2a+ 8 e que ZBMO = 2a + § por
ser angulo externo do AMOC. Concluimos que /DCO = Z/BMQO. Por ultimo, veja que AABM
também ¢ isdsceles por ter dois angulos iguais a «a, logo M B = AB = DC. Entao podemos concluir,
pelo critério l.a.l., que ADCO = ABMO.

Em particular, como ADCO = ABMO, temos que ZCBO = ZC DO, o que conclui a prova de
que BOCD ¢ inscritivel.

2. Seja R # B o ponto de intersecgao de BQ com o circulo k. Como AB é diametro do circulo k,
temos que /BRA = /BPA = 90°. Seja S o ponto de interse¢do das retas BP e QO. Note que A é
o ortocentro do ABQS, pois é o ponto de interseccao das alturas BO e QP. Por tanto SA e BQ se
intersetam formando um angulo reto. Como AR e B(Q) sao perpendiculares, teremos que R é o pé da
altura do ABQS correspondente ao vértice S (ou seja, S, A e R estao alinhados).

Considerando a soma do angulos internos dos tridngulos retangulos ABPQ e ABRS temos que
/BQP =90°—- /PBQ =90° — Z/RBS = /BSR.

O AOSP é inscritivel pois possui um par de angulos opostos iguais a 90° (ou seja, a soma dos
angulos opostos é 180°). Consequentemente, temos ZASP = ZAOP = ZBOP, o que conclui a prova.

3. Usando que os quadrildteros ABM N, ABCD e CDPQ sao inscritiveis (conforme mostra a figura),
temos que /PNM = ZANM = 180° — ABM = ZABC = 180° — ADC = ZCDP = 180° — CQP =
180° — M @QP. Isso mostra que os angulos opostos do quadrildtero M N PQ somam 180°, logo é um
quadrilatero inscritivel.
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Usando que os quadrilateros ANBO, ABCD e DPCO séao inscritiveis, temos que /PNO =
/ANO = Z/ABO = /ZABD = ZACD = Z0CD = ZOPD = ZOPN. Logo AONP é isésceles com
ON = OP. Analogamente, também vale OM = OQ.

Para finalizar, basta mostrar que ON = OM. Para isso, veja que ZNMO = 180° — LNAO =
/ZCAD = ZCBD e também que ZNMO = ZNBO. Isso mostra que BO ¢ bissetriz do ZNBC.
Analogamente teremos também que AO é bissetriz do ZMAD, ou seja, ZMAO = ZOAD. Como
/MAO = ZM NQO, obtemos finalmente que ZMNO = ZNMQO, o que conclui a prova.

4. Como ZCFD = ZCM D = 90° temos que o quadrildtero CF DM é inscritivel, logo temos /DM F =
ZDCF. Note que ZDCF = ZDAF por serem alternos internos, uma vez que CF || AE.

Agora considere o ponto N na reta AB tal que AB | ND. Note que, como ZAED = ZAND, o
quadrilatero ANED ¢ inscritivel, logo teremos ZDAE = Z/DNE.

Mostramos entao que ZDMF = Z/DNE. Agora, como BD é bissetriz de ZABC e M e N sao,
respectivamente, os pés das perpendiculares tragadas desde D até as retas BC e BA, temos que
DM = DN e ZMDE = ZNDE. Logo teremos AMDE = ANDE (critério l.a.l., considerando que
DE é um lado comum a ambos triangulos). Consequentemente teremos ZEMD = ZEND, o que
conclui a prova.

5. Z/ZBKC = 180° — 2/KBC = 2(90° — ZKBC) = 2ZAM B. Isso, junto com o BK = KC, implica
que ZBKC é angulo central correspondente ao arco BMC da circunferéncia circunscrita ao ABCM.
Consequentemente teremos KB = KM = KC e, em particular, ABK M é isésceles, com Z/KBM =
ZKMB.

Seja N o ponto de intersecao de KM com AD. Queremos mostrar que ZMND = 90°.

Como ABCD é um quadrildtero inscritivel, temos que ZADB = ZACB. Logo teremos /N DM +
LNMD = ZACB + /BMK = ZACB + ZMBK = /MCB + (/MBC + Z/KBC) = (LMCB +
LMBC)+ /ZKBC = ZAMB + ZKBC = 90°, o que conclui a prova.

6. A circunferéncia circunscrita ao AABC' é também a circunferéncia circunscrita ao quadrado ABCD.
O centro dessa circunferéncia é o ponto de intersecao das diagonais do quadrado. Portanto, basta
mostrar que ZACR = 90°.

Como AC e AR sdo diagonais dos quadrados ABCD e APRS, respectivamente, temos que
LACB = ZARP = 45°. Logo o quadrildtero APCR é inscritivel (pois ZACP = ZARP) e, por-
tanto ZACR = ZAPR = 90°, como queriamos mostrar.

No préoximo exercicio vamos usar o seguinte resultado:

Lema 1. Seja I' uma circunferéncia e A um ponto externo a I'. Tracamos por A uma reta tangente a
I' que intersecta ela no ponto B e uma outra reta que intersecta I' em dois pontos (distintos) C' e D,
conforme mostra a figura. Entdao AB? = AC - AD.



Demonstragdo. Note que ZABC = /BDC por serem, respectivamente, angulo de segmento relativo
a circunferéncia I' e angulo inscrito, ambos correspondentes ao arco BC. Logo os tridngulos AABC
e AABD sao semelhantes (note que ZBAC é comum a ambos triangulos).

Vale entao a razao de semelhanca: j—g = %, donde obtemos AB? = AC - AD. O

7. Veja que AAQM = /BDM, pois sao, respectivamente, angulo de segmento e angulo inscrito rela-
tivos ao arco M B na circunferéncia I's. Como /EBA = ZBDM por serem angulos correspondentes,
teremos que BA é bissetriz do ZEBM. Analogamente temos também que AB é bissetriz do ZEAM.
Pelo critério a.l.a., temos que AAEB = AAM B. Consequentemente, os tridngulos AAEM e ABEM
sdo isésceles, ambos com base EM. Entdo a reta AB, além de ser bissetriz dos angulos ZEAM e
/ZEBM, ela também corta o segmento M no seu ponto médio e formando um angulo de 90°. Como
AB || CD, temos que ZEM D = 90°. Basta mostrar que PM = MQ.

Seja R o ponto de intersecao de M N com AB. Como AB é tangente as circunferéncias I'; e I's.
Usando o Lemma 1 em ambas circunferéncias, temos que AR?> = RM - RN e BR?> = RM - RN, donde
concluimos que AR = RB.

Como AB || PQ, vamos ter PM = M@. E isso conclui a nossa prova.
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