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Problemas

Problema 1. Encontre o menor inteiro posi-
tivo, com a excecao de x = 1, que satisfaz o
seguinte sistema de congruéncias:

z =1 (mod3)
1 (mod 5)
1 (mod 7)

Problema 2. Encontre todas as solucoes do sis-
tema:

3z =1 (mod 4)
2r =1 (mod 3)
4z =5 (mod T7)
Problema 3. Sejam mg,m1,...,m, inteiros

positivos dois a dois primos entre si. Mos-
tre que existem r + 1 inteiros consecutivos s,
s+1,...,s+r tais que m; divide s+ para cada
ie€{0,1,...,7}

Problema 4. Sejam a e b inteiros positivos
tais que mdc(a, b) = 1, e seja ¢ > 0 um in-
teiro. Prove que existe um inteiro x tal que
mdc(a + bz, ¢) = 1.

Problema 5. E verdade que, para cada n, k €
N, existem n inteiros consecutivos tais que cada
um ¢ divisivel pela k-ésima poténcia de algum
primo?

Problema 6. Um ponto (z, y) € Z? é legal se
mdc(z, y) = 1. Prove ou disprove: Dado um
inteiro positivo n, existe um ponto (a, b) € Z?
cuja distancia a todo ponto legal é maior que n.

Problema 7. Demonstre que, dados k£ e n na-
turais, é possivel encontrar n inteiros positivos
consecutivos, cada um dos quais tem ao menos
k fatores primos distintos.

Problema 8. Demonstre que, se a, b e ¢ sao
trés inteiros diferentes, existem infinitos inteiros
positivos n para os quais a +n, b+n e c+n sao
primos relativos.

Problema 9. Demonstre que para todo inteiro
positivo m e todo numero par 2k, este tdltimo
pode ser escrito como a diferenga de dois intei-
ros positivos, cada um dos quais é primo relativo
com m.

Problema 10 (Repuiblica Tcheca e Es-
lovdquia). Mostre que existe uma sequéncia
crescente {a, }52 ; de numeros naturais tais que,
para cada k > 0, a sequéncia {a,+k}22; contém
uma quantidade finita de niimeros primos.

Problema 11. Considere um inteiro ¢ > 1
a sequéncia {an}>2,, definida por a1 = ¢
a;+1 = c*. Mostre que essa sequéncia se torna
eventualmente constante quando a reduzimos
moédulo n para algum inteiro n > 1 (isso sig-
nifica que exite um j tal que a,, = a; (mod n)
para todo m > j).
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Problema 12. Mostre que, para todo inteiro
positivo n, existem inteiros positivos a e b tais
que 4a? + 9b? — 1 é divisivel por n.

Problema 13 (EUA). Seja n um inteiro posi-
tivo qualquer. Prove que existem n inteiros po-
sitivos k1, ko, ..., k, primos entre si, todos mai-
ores que 1, tais que k1ko-- -k, — 1 é o produto
de dois inteiros consecutivos.

Problema 14. Um inteiro é livre de quadrados
se ele nao é divisivel pelo quadrado de nenhum
numero inteiro maior do que 1. Prove que exis-
tem intervalos arbitrariamente grandes de intei-
ros consecutivos, nenhum dos quais é livre de
quadrados.



Solucoes

1. Como mdc(3,5) = mde(5,7) = mde(7,3) = 1, o sistema apresentado admite exatamente uma
solucao moédulo 3 -5 -7 = 105. Como 1 é solucao, concluimos que = é solucdo para o sistema se, e
somente se, x = 105k + 1 para algum k € Z.

Dessa forma, o menor inteiro positivo, a excecao de 1, que satisfaz as trés congruéncias dadas é
105-1+1 = 106.

2.
Temos 3= -1 (mod4), donde 3?=(-1)>=1 (mod 4).
Assim,
3r=1 (mod4) <= =3 (mod4).
Da mesma forma,
2=-1 (mod3) = 22=(-1)>=1 (mod 3),
donde

2c =1 (mod 3) <= =2 (mod 3).

Por fim, temos
4-2=1 (mod 7)

e, portanto,
4r=5 (mod7) < x=2-5=3 (mod 7).

Dessa forma, o que queremos é resolver o sistema

(mod 4)
(mod 3) (1)
(mod 7)
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Como mdc(4,7) = 1, o sistema

x (mod 4)
x =3 (mod?7)

possui exatamente uma solucao médulo 4 - 7 = 28. E claro que essa solucao é 3. Desse modo, se x ¢é
solucao para o sistema original, entao x = 28k + 3, para algum k € Z. Como

28k4+3=2 (mod3) <= k=2 (mod 3),

x 86 é solugao do sistema original se for da forma 28k + 3, para algum k da forma 3q + 2, isto é, se
z for da forma 28(3¢ + 2) + 3 = 84¢g + 59. Por outro lado, se 2 = 84¢ + 59 para algum ¢ € Z, uma
simples verificagdo mostra que x satisfaz as trés congruéncias do sistema (1).

Concluimos, assim, que as solugoes ao sistema apresentado no problema sdo exatamente os nimeros
da forma 84¢q + 59, com ¢ € Z.



3. Devemos mostrar que existe um inteiros s tal que

s =0 (mod myg)
s+1=0 (modmy)

s+r =0 (modm,)
Isso é o mesmo que mostrar que existe um inteiro s tal que

s =0 (mod myg)

s = -1 (mod my)
s = —r (mod m;)
Como mg, mq,...,m, sao dois a dois primos entre si, o teorema chinés dos restos garante a

existéncia de um tal inteiro s. Isso conclui, entao, a solucao.

4. Queremos um inteiro x tal que
a+br #0 (modp) V pprimo tal que p|ec.

Para os primos p tais que p | b, qualquer z basta: se p|b, a+bx = a (mod p) e, como mdc(a, b) =1,
se p|b, entdo p 1 a.

Sejam, entao, p1, pa, - . ., i 0s fatores primos de ¢ que nao dividem b. Queremos mostrar que existe
x € Z tal que

a+br Z0 (mod p;)
a+br Z0 (mod p2)

a+bx #0 (mod pg)

E claro que ¢ suficiente encontrarmos x tal que

a+br =1 (mod py)
a+br =1 (mod py)

: (1)
a+br =1 (mod pg)

E essa tarefa pode ser facilmente resolvida com o teorema Chinés dos restos.
Se ¢; é o inverso de b médulo p; (isto é, b-¢; =1 (mod p;)) parai =1,2,...,k, o sistema (1), que
é equivalente a

br = 1—a (mod p;)
br = 1—a (mod p2)

bx
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(mod py,)



, € equivalente a

r = q(l—a) (mod pg)

que, pelo teorema Chinés dos restos, tem solugao.
Dessa forma, existe z € Z tal que a + bx nao é divisivel por nenhum primo que divide ¢, isto é, tal
que mdc(a + bz, ¢) = 1.

5. Sim. Vejamos por que.

Dados n, k naturais, o que queremos é encontrar m € Z e primos pi,ps, . . ., Pn tais que
pf |m+i Vie{l,2,...,n}. Em outras palavras, queremos encontrar m e p1,pa,...,pi tais que
m = —1 (mod p})

m = —2 (mod p§)

m = —n  (mod pk)

Isso é evidentemente possivel, segundo o teorema Chinés dos restos, bastando que escolhamos
primos p1, pa, ..., px distintos entre si. De fato, se p; # p; e p; e p; sdo primos, entdo mdc(p;, p;) = 1.

6. Vamos provar que existem, de fato, pontos arbitrariamente isolados dos pontos legais.
Seja, entao, n € N. Queremos a,b € Z tais que mdc(p, q) # 1, sejam quais forem
pef{a—n,...,a+n}eqge{b—n,...,b+n}.

Para tanto, faremos o seguinte: para cada par (i, j) € {—n,...,n} x{—n,...,n}, escolheremos um
primo p; ;, responsavel por assegurar que a+1 e b+j nao serao em primos entre si. Em outras palavras,
escolhemos (2n + 1)? primos p; ; distintos, um para cada par (i, j) € {-n,...,n} x {-n,...,n} e,

entdo, encontramos a,b € Z tais que p; j |a+1i e p; j | b+ j, para todos 1, j.
Essa ¢ uma simples tarefa para o teorema Chinés dos restos: uma vez escolhidos os primos p; ;,
dois a dois distintos, tudo de que precisamos é ter

a=—i (modp;;) VYV (i,4) € {-n,...,n} x{-n,...,n}

b= —-j (modp;;) V (4,7) € {—n,....,n} x{-n,...,n}

E isso certamente é possivel, de acordo com o teorema.

Dessa forma, existem inteiros a,b tais que, se p € {a —n,...,a+n}eq € {b—n,...,b+ n},
entao mdc(p, ¢) > 1. Para tais a e b, temos que (x, y) ser legal implica |z —a] >n e |y —5bl > n, o
que implica \/(:U —a)2+ (y — b)2 > nV2 > n e, portanto, (a, b) estd a uma distancia maior que n de
qualquer ponto legal.




7. Sejam k e n nimeros naturais quaisquer.

Queremos mostrar que existem nimeros primos p; ;, um para cada par
(i, 7) € {1,...,n} x {1,...,k}, sendo p; ;, distinto de p; j, para j; # j2, € um nimero inteiro positivo
a, tais que a + 1 ¢ divisivel por p; j, para todos 1 <7 <nel <j<k.

Se fizermos isso, teremos n nimeros inteiros positivos consecutivos, a+1,a+2,...,a+ n, tais que
cada um dos quais possui ao menos k fatores primos distintos: a + ¢ é divisivel por p; 1, por p;2, ..., e
pOr p; k-

Mais uma tarefa simples para o teorema Chinés dos restos.

Podemos escolher primos p; ; quaisquer (distintos dois a dois; um para cada par (i, j)), e tudo de
que precisamos € assegurar que

a+1=0 (modpij;) Vje{l,... k}
a+2=0 (modpy;) Vje{l,...,k}
a+n =0 (modp,;) Vje{l,... k}

, isto é, que
a=—i (modp;;) V (4,7) €{1,...,n} x{1,...,k}.

O teorema Chinés dos restos nos garante que um tal niimero a existe, uma vez que escolhemos os
primos p; ; distintos dois a dois.

8. Sejam a, b e ¢ inteiros positivos distintos. Para qualquer n € N, mdc(a+n, b+n) = mdc(a+n, b—a).
Assim, para que tenhamos mdc(a + n, b+ n) = 1, basta que tenhamos a +n #Z 0 (mod p) para todos
os primos p que dividem b — a. Em outras palavras, se p1,p2,...,pr sao os fatores primos de b — a,
temos mdc(a + n, b+ n) =1 se, e somente se,

n # —a (mod py)
n # —a (mod p2)

n # —a (mod py)

De modo anélogo, se q1, g2, - - - , q; sao os fatores primos de c—b, e 71,79, ..., sao os fatores primos
de a — ¢, entdo mdce(b+ n, ¢+ n) =1 se, e somente se,

n # —b (mod q)

n # —b (mod ¢2)

n # —b (mod q)
,emdc(c+n, a+n) =1 se, e somente se,

n # —c (mod ry)

n # —c (mod r2)

n #Z —c (mod 1)



Por simplicidade, vamos chamar os primos que dividem b —a ou ¢ — b ou a — c de s1,S2,...,Sm.
Pelo teorema Chinés dos restos, é suficiente encontrarmos, para cada primo s;, um residuo xz; tal que
—a ses;|b—a
x; < —b sesi|lc—b (mod s;) (1)
—c ses;jla—c

Parece simples, mas temos um empecilho: pode ser que s; divida mais de uma das diferencas. E
se s; for 2 ou 3, isso causaria um problema, ja que s6 temos dois residuos possiveis médulo 2, e trés

modulo 3. Felizmente, se s; divide duas das diferengas, entdo —a = —b = —c¢ (mod s;). De fato, se
s;|b — a, por exemplo, entdao b —a = 0 (mod s;) = —a = —b (mod s;) e, de modo andlogo, uma
diferenga envolvendo c é suficiente para concluir que —c = —a (mod s;) ou —¢ = —b (mod s;). Dessa

forma, podemos sempre escolher x; tal que (1) é satisfeito. Apds efetuarmos tais escolhas, tudo de
que precisamos para que a +n, b +n e ¢ + n sejam primos entre si é que

n =z (mod sp)

n =z (mod s3)

n =z, (mod sy,)

De acordo com o teorema Chinés dos restos, existe um residuo ng médulo P = Hgl s; tal que
PK +ny satisfaz tais condigoes, seja qual for K € Z. Portanto, todo niimero n da forma n = PK +ny,
com K inteiro positivo, é um inteiro positivo tal que a +n, b+ n e ¢ + n sao primos relativos e, dessa
forma, tais inteiros existem em quantidade infinita.

9. Primeiro, vamos mostrar que existem inteiros positivos a e b, primos relativos com m, tais que
a—b=2k (mod m).

Para tanto, escrevamos m = p{*-p5? - - - p;"*, a decomposicao em fatores primos de m, e consideremos
i € {1,...,1} qualquer. Afirmo que existem z; e y; tais que z; # 0 (mod p;"), y; # 0 (mod p;") e
z; —y; = 2k (mod p;*). Vejamos por que.

Se 2k =0 (mod p;*), basta considerarmos z; = y; = 1.

Se 2k # 0 (mod p;*), pi* > 2 (pois 2k = 0 (mod 2)) e, assim, existem ao menos trés residuos
distintos médulo p*. Em particular, existe um residuo que nao é congruente a 0 nem a 2k. Se
chamarmos esse residuo de z;, podemos tomar y; = 2k — z;, e as condigoes serao satisfeitas.

Existem, portanto, para cada i € {1,...,l}, ; e y; tais que z; # 0 (mod pi*), y; # 0 (mod p*) e
z; —y; = 2k (mod p;"*). Pelo teorema chinés dos restos, existem a e b tais que

a =z (mod p{)

a =z (mod p3?)

a =z (modp")

=y (mod pi")
b=y (modp5?)

b=y (modp")



Em funcao das condigoes sob as quais encontramos os x;’s e os y;’s, tais inteiros a e b s@o primos
relativos com p{* - p3? - - - p;'' =m, e sdo tais que a — b = 2k (mod p{* - p§? ---p;t =m).

Temos, entao, inteiros a e b tais que mdc(a, m) = mde(b, m) = 1 e a — b = mq + 2k para algum
q € Z. Se fizermos b’ = b+ mgq, ficamos com inteiros a e b’, primos relativos com m, cuja diferenca é
igual a 2k.

Ainda nao terminamos. Precisamos que os inteiros sejam positivos. Mas isso é simples: certamente,
a+m(|a|+1b]) > 0e b +m(|a]+]0'|) > 0. Esses dois novos numeros, a+m(|a|+ |b|) e b/ +m(|a|+|V']),
sa0 entao inteiros positivos. Como cada um deles é um multiplo de m somado a a ou a b, eles sao
ainda primos relativos com m. Como o multiplo que somamos em ambos é o mesmo, a diferenca desses

dois novos nimeros é igual a a — b/, que é igual a 2k. Isso encerra a demonstracao.

10. Sejam pg, p1, P2, ... os numeros primos (todos eles: 2,3,5,...). Sim, comecamos a indexagao por
0. O motivo ficard claro em breve.

Em um certo sentido, o k-ésimo nimero primo serd responsivel por evitar que a sequéncia {a,, +
k}>° | tenha infinitos primos.

Definiremos a sequéncia {a,}>° ; indutivamente.

Comegamos por escolher a; € N tal que a3 +0 =0 (mod pp).

Depois, escolhemos as € N tal que az +0 =0 (mod pp), az +1 =0 (mod p;) e az > a;. Veja que
isso pode ser feito: pelo teorema chinés dos restos, existe x tal que todo nimero da forma pop1q + =
satisfaz as congruéncias; basta, entao, escolher ¢ grande o suficiente para que tenhamos pop1g+z > a;.

De uma forma geral, quando nos concentrarmos em escolher o n-ésimo termo da sequéncia, ja

teremos escolhido a1, a9, ..., a,_1, € poderemos, entdao, tomar um natural a,, tal que
an,+0 =0 (mod pp)
an,+1 =0 (mod pp)

an+n—1=0 (mod p,—1)

e a, > ap_1. De fato, pelo teorema chinés dos restos, existe x tal que todo ntmero da forma
PoP1 - - Pn—1q + x satisfaz as congruéncias acima. Tomando ¢ grande o suficiente, teremos
PoP1 - Pn1q + x > a,_1 €, entdo, podemos fazer a,, = pop1 - Pn_19 + .

Seguindo esse procedimento, definimos uma sequéncia crescente {a, }°° ; de niimeros naturais tais
que, para todo %,

a; +0 =
a;+1

0 (mod po)
0 (mod py)

ai+i—1=0 (mod p;—1)

. A 0o . . -
Se assim o fizermos, para cada k > 0, a sequéncia {a,+k}>2 ; serd tal que, a partir do (k+1)-ésimo
(a saber, ag11 + k), todos os termos sao divisiveis por p;. Como a sequéncia é crescente, no maximo
um desses termos € igual a py e, assim, todos os demais sao compostos.
Dessa forma, para cada k > 0, a sequéncia {a, + k}°°; contém no maximo k + 1 nimeros primos.

11. Se ¢ =1, a sequéncia toda é constante (igual a 1). Suponhamos, entao, que ¢ > 1.

Provaremos por inducao que, para cada n € N maior que 1, existe um indice j a partir do qual a
sequéncia {a;}°, é constante médulo n.

A base (n = 2) é simples: se ¢ é impar, a; =1 (mod 2) Vi e, se ¢ é par, a; =0 (mod 2) Vi.



Suponhamos, entao, que para todo n’ < n existe um indice j” a partir do qual {a;}$°, é constante
médulo 7, isto é, tal que a, = ajy (mod n') para todo m > j'. Essa é a hipétese de indugao.

Vamos, agora, ao passo indutivo, isto é, vamos mostrar que o resultado ¢é vélido para n também.

Se n = p{* - p3?---pp*, a fatoragdo em primos de n, for tal que k > 2, ndo ha muito que fazer.

De fato, nesse caso, p;'" < n para todo i € {1,...,k} e assim, pela hipdtese de inducdo, existe, para
cada ¢ € {1,...,k}, um j; tal que a,, = aj, (mod p;") Vm > j;. Se fizermos j := max(j1, jo, ..., jk),
teremos

am = aj (mod p{')

am = aj (mod p5?)

— (652
am = aj (mod p.*)

para todo m > j, e o teorema chinés dos restos nos assegura que, nesse caso,
am = aj (mod n)

(para todo m > j).

Dessa forma, é suficiente que consideremos o caso em que n é uma poténcia de primo. Suporemos,
entdo, que n = p“, para algum primo p.

Como ¢ > 1, {a;}5°, é crescente. Logo, existe j tal que a; > a para todo ¢ > j. Como a;41 = ¢,
segue dai que, se p|c, entdao p®|a;4+1 para todo i > j. Assim, nesse caso, a;+1 = 0 (mod p®) para
todo ¢ > j. Resta considerarmos, entdo, o caso em que p 1 c.

Observe que ¢(p*) < p®. Assim, pela hipdtese de inducao, existe j’ tal que a,;, = aj (mod ¢(p®))
para todo m > j'. Se p t ¢, mdc(e, p*) = 1 e, assim, vem daf que ¢**~ %" =1 (mod p®) para todo
m > j'. Em outras palavras, ¢*™ = ¢%’ (mod p®) para todo m > j’, ou seja, amy1 = ajr41 (mod p*)
para todo m > j'. Fazendo j = j' + 1, concluimos que, nesse caso, a,, = a; (mod n = p®) para todo
m > 7.

Isso conclui o passo indutivo, e o principio de inducao finita conclui nossa demonstragao.

12. Escrevamos n = pj? - p5?---pp*, a fatoragdo em primos de n.
Se, para cada i € {1,...,k}, encontrarmos a; e b; tais que 4a? + 9b? — 1 é divisfvel por pyt, serd
suficiente que encontremos a e b tais que

a=a (modpi")

a = az (mod p5?)

a = ap (mod pp*)

1l
(=
S

(mod p{t)
b=by (modp5?)
b= b, (modp*)

. , . . (671 . . . . A
Mas isso é simples: como mdc(p;”, pj] ) = 1 para quaisquer i # j, o teorema chinés dos restos nos
garante a existéncia de tais a e b.



Vamos, entao, considerar uma poténcia de primo p® qualquer, e mostrar que existem a e b tais que
p® divide 4a® + 9b% — 1. Dividiremos a solucdo em dois casos:

e Se p = 2, basta tomarmos a = 0 (mod 2%) e b= 3! (mod 2%) (37! é o inverso de 3 médulo 2%).
e Se p # 2, basta tomarmos a = 27! (mod p®) e b= 0 (mod p®) (27! é o inverso de 2 médulo p®).

13. k1ko -k, — 1 ser o produto de dois inteiros consecutivos equivale a existéncia de um inteiro a tal
que
kiko- -k, —1 :CL(CL+1),

isto é, tal que
ala+1)+1=rkiky---kp.

Dessa forma, a existéncia de inteiros positivos ki, ko, ..., k, primos entre si, todos maiores que 1,
tais que kiks - - -k, — 1 é o produto de dois inteiros consecutivos equivale a existéncia de um inteiro a
tal que a(a + 1) + 1 possui ao menos n fatores primos distintos.

Assim, se encontrarmos n primos distintos p1,pe,...,p, € n inteiros aq, as, ..., a, tais que

ai(a;+1)+1 =0 (modp;) Vied{l,...,n}

teremos resolvido o problema. De fato, pelo teorema chinés dos restos, existe, nesse caso, um inteiro
a tal que

a =a; (mod pp)

S
Il

= ag (mod p2)

a = a, (modpy)

e, portanto, tal que
ala+1)+1=0 (modp;)) Vie{l...,n}

E suficiente que mostremos, entao, que a quantidade de nimeros primos que divide algum ntimero
da forma a(a + 1) + 1 é pelo menos n. Vamos mostrar que, de fato, existem infinitos nimeros primos
que dividem algum numero da forma a(a + 1) + 1.

Suponhamos, por absurdo, que existe apenas uma quantidade finita de tais nimeros primos, e
chamemos esses ntmeros primos de p1,po,...,pr. Se P :=pips- - - pi,

PP+1)+1=1#0 (modp;) Vie{l,... Kk}

Mas P(P + 1) + 1 nao é igual a 1, ja que P(P + 1) # 0 e, portanto, deve ser divisivel por algum
nimero primo. Absurdo!

Dessa forma, hé de haver infinitos primos que dividem algum nimero da forma a(a + 1) + 1. Isso
completa a solugao.

14. Devemos mostrar que, dado um inteiro positivo n qualquer, existem n inteiros consecutivos
a+1,a+2,...,a+ n, nenhum dos quais é livre de quadrados.

Para garantirmos que um numero nao é livre de quadrados, basta que garantamos que ele é
divisivel pelo quadrado de algum nimero primo. Dessa forma, para atingirmos nosso objetivo, basta
que encontremos um numero inteiro a e n niimeros primos p1, pa, ..., P, tais que

a+1=0 (modp?)
a+2=0 (mod p3)

a—+n

0 (mod pj})
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isto é, tais que
a=—-1 (modp?)
a = -2 (mod p3)

a=-n (modp?)

Isso é garantidamente possivel, de acordo com o teorema chinés dos restos, bastando para tanto

que escolhamos primos p1,ps, ..., p, distintos entre si.
Dessa forma, para cada inteiro n, existe um intervalo de ao menos n inteiros consecutivos, nenhum

dos quais é livre de quadrados.
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