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Problemas

Problema 1. (Sao Petersburgo 2019) Seja (a,)neny uma progressao aritmética nao-constante para a
qual existe um nimero natural n tal que

ap +apt1 =a1t+az+ -+ agp—1.

Mostre que nao existem termos iguais a 0 nesta sequéncia.

Problema 2. (Espanha 2016) Sejam (ay,)neny uma progressao aritmética e (g )neny uma progressao
geométrica tais que:

ar =gq1 # 0, az = g2, aip = g3-

Prove que para cada inteiro positivo k existe um inteiro positivo [ tal que gr = a;.

Problema 3. Considere a sequéncia (a,),en dada por
ai =1, ap="5a,_1+3" ! paran > 2.

Prove que p divide a, sempre que p for um primo maior que 5.

Problema 4. (Moscou 52) Considere uma progressao geométrica nao-nula cuja razao ¢ é um inteiro
diferente de 0 e —1. Mostre que a soma de dois ou mais termos desta sequéncia nao pode ser igual a
algum de seus termos.

Problema 5. Prove que toda progressao aritmética infinita cujos termos sao todos nimeros inteiros
possui uma subsequéncia que é uma progressao geométrica.

Problema 6. (Pan-Africana 2019) Seja (ay)52, uma sequéncia de nimeros reais definida por:
ag=3,a1 =2eax=12;
20p43 — Apt2 — Bapy1 +4ap = 0.

Mostre que a, é sempre um inteiro positivo.

Problema 7. A sequéncia (zy,)nen é dada por z1 = % € Tptl = xi + x, para todo n > 1. Encontre
0 numero inteiro mais proximo de
1 n 1 - 1
r1+1  x2+1 r100 +1°

Problema 8. Os nimeros reais ui, usg, ... satisfazem u; = 1 e, para n > 1,

1
up oty

Up =

Mostre que existe inteiro positivo m tal que

up + ug + -+ Uy > 2020.



Problema 9. (Coreia-Junior 2007). A sequéncia aj, ag, ..., a7 satisfaz a; € {2, 3} para i =

1,2,...,2007. J& a sequéncia de inteiros z1, xa, ..., Togo7 satisfaz a;z; + x;42 = 0 mod 5 para
i=1,2,...,2005, e agoo62006 + 1 =0 mod 5 e agpp7x2007 + 2 = 0 mod 5 (completando o ciclo).
Mostre que os inteiros x;, ¢ = 1, 2, ..., 2007, sao todos multiplos de 5.

Problema 10. Uma sequéncia (a,)ncn de nimeros reais satisfaz, para cada n > 1, a igualdade

(p+43 — Apt2  Gp43 + Ang2

Ap — Qpt1 Ap + Gnt1
Sabendo que a11 = 4, agss = 2 e agz = 1, mostre que, para todo natural k, a soma,
af +ak -+ aky

é um quadrado perfeito.

Problema 11. (Vojtéch Jarnik 2019) Seja {a,}2° , uma sequéncia tal que ap = 1 e, para todo n > 0,

Tan, + \/45a2 — 36

an+1 = 9 .

Mostre que:
e Para todo natural n, a, é um ntmero inteiro.

e Para todo natural n, a,a,+1 — 1 é um quadrado perfeito.

Problema 12. (Israel 2015 adaptado) Considere a sequéncia de Fibonacci F), definida por Fy =
0, F1 = 1 e a relacao de recorréncia F,, = F,_1 + Fj,_o para todos inteiros n > 2. Seja p > 3 um
numero primo. Mostre que Fj,_1 + F,;1 — 1 é divisivel por p.

Problema 13. (URSS 82) Cada membro, a partir do terceiro, das duas sequéncias {an} e {b,} ¢é
igual a soma dos dois que o antecedem. Os primeiros membros sao: a1 =1, a0 = 2, b1 =2 e by = 1.
Quantos nimeros naturais, talvez em lugares distintos, sao encontrados em ambas sequéncias?

Problema 14. Esmeralda quer escrever todos os inteiros positivos de n digitos que usam apenas os
digitos 1, 2 e 3 e que nao tem nenhum par de 1’s adjacentes (um do lado do outro). Quantos nimeros
ela pode escrever?

Problema 15. (Luséfona 2011 adaptado) Considere a sequéncia de triangulos equildteros T, ladri-
lhados representada abaixo:




Um sub-triangulo equildtero de um tridngulo ladrilhado 7T, qualquer é chamado de Delta quando
ele contém um vértice em seu topo, ou seja, esta na configuracdo A. Por exemplo, T35 possui 10
sub-triangulos do tipo Delta. Encontre o niimero de sub-triangulos do tipo Delta em Tog.

Problema 16. (AIME 1985) Sejam A, B, C e D os vértices de um tetraedro regular cujas arestas
medem 1 metro. Uma joaninha comega a caminhar a partir do vértice A ao longo das arestas deste
tetraedro obedecendo a seguinte regra: em cada um dos vértices ela escolhe, com igual probabilidade,
uma das arestas que se encontram nele e a percorre até encontrar o vértice que jaz em seu outro
extremo. Encontre a probabilidade da joaninha retornar a A apds percorrer 7 metros.

Problema 17. Mostre que o m.d.c entre 2" + 3" e 2"+! + 37+1 & jgual a 1 para todo n natural.

Problema 18. Dado um nidmero real x denotamos por |z| o maior inteiro n tal que n < z. Para
cada n natural, encontre o resto da divisao de

[+ V8)")

por 6.

Problema 19. Prove que existe uma tnica funcao f : (0,00) — (0, 00) tal que

f(f(x)) = 62 — f(x).

Problema 20. Seja (a,)neny uma sequéncia tal que a; = 4 e, para todo n natural

2 a
ap+1 = — + =,
Qan, 2

Determine a,, em fungao de n.



Solucoes

. . 3n—1)(3n—2
1. Sendo a, = a+ (n — 1)d, a igualdade equivale a 2a + (2n — 1)d = (3n — 1)a + %

que

d. Segue

92— 13n+4 2 6
_ o onte d < d=— a= a.

—(3n—3
(3n —3)a 2 3n—3"" 4-9n

Entao amy1 =0, m > 0, é equivalente a

a+m a=0 < 6m=9n—14,

4 —9n
pois a # 0 (caso contrario, terifamos d = 0 e a progressao seria constante). Mas o lado esquerdo é
multiplo de 3 enquanto o direito nao é, logo a,,+1 nunca é zero.

2. Como a; = g1, podemos escrever a, = a + (n — 1)d e g, = ar™ 1.

a+9d = ar? donde d = a(r — 1) e 9d = a(r® — 1).

Se r =1, gr = a = a1 para todo inteiro positivo k.

Caso contrério, obtemos 9 = r + 1, e dai 7 = 8 e d = 7a. Observe porém que 8¥~1 = 1¥-1 =1
mod 7, logo existe [ € N tal que 7( — 1) + 1 = 81, Segue que

Segue que a +d = ar e

aq=a+((-Dd=a+7(1—-1Da=a(7(l—-1)+1)=as8* ! =g,

como queriamos demonstrar.

3. Escrevendo, para j =0, ..., n — 2,
5jan—j = 5j+1an—j—1 + 5ign—i—1

e somando todos os termos, obtemos a, = 3" 1 4+5-3""2 ... +5"2.3 4+ 5" 1g;. Como a; = 1,

do lado direito temos uma progressio geométrica cujo primeiro termo é 3"~! e a razdo é % A soma

((%)n_l)gnfl B 57 _ 3n P _ 3P
2

entao é igual a = . Para demonstrar que p divide a, = , note que pelo

5
-1 2
3
pequeno Teorema de Fermat p|5P — 37 = 2qa,,. Como p ¢é primo com 2, pla,.

4. Suponha por contradicdo que seja possivel. Sendo r a razao da P.G., existem m 4+ 1 > 3 inteiros
nao-negativos ' g, 1, T2, ..., Tm tais que

c=7r"0 =P 4 P2 44T

Se r > 1, ¢ admite duas representacoes na base r, absurdo. Se r = 1, terfamos 1 = m > 2, absurdo.
Por fim, se r é negativo, considere o caso xy impar. Separando os x;, i = 1, ..., m, em valores pares
e impares, obteriamos

04 o= [0 [ e,

onde z,,; é par e z;; € impar. Novamente, pela unicidade da representagao em base |r|, os indices pares
nao podem existir e [ = 1, donde 1 = m > 2, absurdo. O caso par é anéalogo.

'mesmo se considerassemos uma P.G {ay }nez poderfamos fazer todos os x; positivos mediante multiplicagdo por 7,
com N muito grande



5. Seja b, = a+ (n — 1)d, n > 0, a progressao aritmética. Considere inicialmente a subsequéncia
¢n = ban+1 = a+ (an)d = a(1 4+ nd), n > 0, que é uma P.A. de primeiro termo a e razao ad. A P.G.
determinada por ¢y e ¢; tem como termos

gn=a(l+d)" =a(l+d-pu(d) = cp,(a),

onde py,(d) = % é um inteiro. Segue que g, é uma subsequéncia da P.A. original b,,.

6. Fazendo casos pequenos somos levados a conjecturar que a, = 4a,_2, se n > 2. Provaremos por
inducao.

(i) Caso base: n = 2. Entao ap =12 =4-3 = ao.

(ii) Passo indutivo: Se a hipétese é valida para n, da relacdo no enunciado temos, 2a,y1 =
an +8an_1 —4an_2 =8an_1 = an41 =4an_1.

Segue, também por indugao, que a, é sempre inteiro.

7. Note que z;11 = zg(xf + 1). Usaremos um truque bastante comum: = ——y. Segue que

1 1 1 . 1 -
= —. Assim, somando-se —— & expressao, obtemos:
Tk+1 T+l xp 101
1 1 1 1
r1+1  xo+1 zi00+1  T101
1 1 1 1
+ oot — =
r1+1  zo+1 Tog+1 X100
1 1 1 1

+ + -+ +
r1+1 a2+ 1 r9s+1 x99

1 1 1

+ 44 + s n &€ 1,2,...,97
1 +1  ax9+1 Tn+1  Tp4 { )
1 1 1
+ — = —=2.

r1+1 =z

1
101

< % e o inteiro buscado é 2.

Por outro lado, nao é dificil mostrar que z191 > 2, logo

8. Suponha por absurdo que u; + ug + - - + Uy, < 2020 para todo m inteiro. Segue que

1 1
ur +ug + -+ uy, 2020

Um+1 =

para todo m > 1 (u; = 1). Dali,

1
> (2020% 4+ 1) | —— ) > 202
U1 + ug + +U20202+1 _( 0207 + )<2020> > 20 0,

uma contradigao.

9. Observe que 22 = 32 = —1 mod 5, logo a? = —1 mod 5 para qualquer escolha dos a;. To-

mando os indices médulo 2007 e elevando ao quadrado, temos que x? = —x? o mod 5. Por indugao,

2?5, = (—1)"z? mod 5. Fazendo n = 2007 obtemos 7 = —z7 mod 5, pois i+2-2007 =i mod 2007
(lembre que estamos considerando os indices médulo 2007), donde obtemos x? =0 mod 5 e segue que
x; =0 mod 5 para todo i =1, 2, ..., 2007.



10. Da igualdade obtemos:
(an+3 - an+2)(an + an+1) - (an+3 + an+2)(an - an-‘,—l) < Ap+30n4+1 = Ap4+20y.

Colocando n+1 no lugar de n na relagao acima obtemos a1 4Gn+2 = Ap13Gn+1 = Apy2ay,, pela propria
relacao acima. Se an4o = 0 para algum n, segue ainda desta relagdo que seu sucessor ou antecessor
também é zero. Sem perda de generalidade suponha que seja a,+1. neste caso a relagao

On+4 — Op43  Opida + Gni3

Apt1 + Apt2 Gptl — Qpg2

nao faria sentido. Dessa forma a, # 0 para todo n > 3 e assim, como a,an,12 # 0 para todo n > 1,
pois é constante, concluimos que a,, # 0 para todo n > 1. Segue que a,+4 = a, para todo n > 1, ou
seja, a sequéncia tem periodo 4, e o valor de a,, depende apenas do resto de n dividido por 4. Observe
que 11, 22 e 33 deixam restos distintos moédulo 4. Assim, podemos calcular a, para n multiplo de 4

por
aj1as a33aill 4.1
CL4 = = = = 2
as as 2

A expressao buscada é entao igual a
25(4F + 2. 2F 4 1%) = [5(2% +1))?

e é um quadrado perfeito como queriamos demonstrar.

11. Pela féormula de Bhaskara, a,11 €é a maior das raizes de 2 — Tanx + a% -9 = 0, logo
a?LH —Tanan41 +afb+9 = 0. Substituindo n+1 no lugar de n obtemos afwrz —TAp 410042 —HL?LH 4+9=0
e subtraindo as duas equagoes

(ant2 — an)(ant2 + an) — Tant1(ant2 — an) =0 <= (ap+2 — an)(ant2 — Tap+1 + an) = 0.
Note porém que a sequéncia é crescente, logo

apt2 = Tapiy1 — Qp.

Como ag=1ea; = 7+T\/§ = 5, segue por inducao que a, é sempre inteiro.

Por outro lado, pela relacao inicial, temos

2

a 7 2 2 2

3

An41 +an
3

Contudo api1a, — 1 é inteiro e é racional pela letra a) , consequentemente % também

tem que inteiro, completando a prova.

12. Observe que Gy, = F,,_1 + Fy 11 satisfaz a mesma recorréncia que a sequéncia de Fibonacci, porém
p p
Gi=1eGy=3. Logo Fj,_1 + Fpy1 — 1= <1+—2‘/5> + (1_—2‘/5) — 1. Segue que

P <1+\/5> +(1_\/5) —1 < p|(1+ V)P + (1—V5)P —2P.

2 2

Expandindo o Binémio de Newton, notamos que os termos irracionais, ou seja, aqueles do tipo
:l:(?) V5 com j impar cancelam e aqueles que sobram, do tipo :l:(?) V5 com j par, sao multiplos de
p, exceto quando j = 0. Resta demonstrar que p | 2 — 2P, mas esta é uma consequéncia direta do

pequeno Teorema de Fermat.



13. Note que 4 = by < 5 = aq < 7 = bs. Afirmamos que b, < a, < b,y1 para todo n > 4. Provaremos
por inducao forte. J& temos o caso base. Dividimos o passo indutivo em dois casos:

(i) n = 5: Basta verificar diretamente.

(ii) n > 5: Por hipétese, by—2 < ap—2 < bp—1 € by—1 < an—1 < b,. Somando as duas expressoes
concluimos que b, < a, < by41.

Como b,, é crescente, a,, = b,, implica que n < 3 e m < 3. Por verificacao, apenas 1, 2 e 3 estao
em ambas sequéncias.

14. Seja A, o conjunto de nuimeros de n digitos que terminam com 1 e satisfazem o exigido e B, o
conjunto de nimeros de n digitos que terminam com 2 ou 3 e satisfazem o exigido. Seja a, = #A,
e b, = #B,, ou seja, o nimero de elementos desses conjuntos. Se k é um dos elementos de A, 41,
apés apagarmos seu ultimo digito 1 obtemos um elemento de B,,. Em contrapartida, adicionando um
digito 1 a direita de um elemento de B,, obtemos um elemento de A,,41. Observe que cada uma dessas
operagoes é a inversa da outra. Logo a,t1 = by.

Por outro lado, se k é um dos elementos de A,,, ndo podemos adicionar um digito 1 & sua direita.
Adicionando um digito 2 ou 3 obtemos dois elementos distintos de B,11. O mesmo pode ser dito se
partirmos de k € B,,. Note que essas construcoes cobrem cada elemento de B,;; exatamente uma
vez. Assim, b, 1 = 2(ay, + b,). Substituindo a relacao anterior nesta, obtemos a recorréncia:

(pto = 2an41 + 20y, e a1 = 1, ag = 2 (fazendo casos pequenos).

(1+V3)" - (1= V3"
23

Segue que a, =

L+V3"+(1=V3)"  (1+V3)" = (1= V3)"
2 V3 '

an+bn:an+an+1:

15. Seja a, o numero de triangulos do tipo Delta em T,,. Observe que cada par de pontos marcados
em uma linha horizontal determina exatamente um dos tridngulos do tipo Delta e em contrapartida
cada um destes triangulos determina tal par de pontos. Considerando o sub-tridngulo de ladon —1 e
que contém o vértice no topo de T},, obtemos a seguinte recorréncia

<n+ 1)
ap = Ap-1 + 9 )

na qual este binomial vem dos pares de pontos na base de 7,. Por inducao, demonstramos que

0 — n+ 2\

(i) Caso base: n =1, temos a; =1 = (g), ok!
(ii) Passo indutivo: Por hipdtese a,_1 = (";rl), logo a, = (";1) + ("erl) = (";2) pela regra de

Stifel.

Segue que agy = (232) = 1540. Logo existem 1540 desses triangulos.

16. Seja a, a probabilidade da Joaninha estar em A apds percorrer n metros. Temos ag = 1. Por
outro lado, ela s6 estard em A apds n + 1 metros se estivesse em algum dos vértices B, C' ou D apds
percorrer n metros. A chance de estar em um desses neste momento é 1 — a,,. Além disso, a partir de
cada um deles, exatamente uma das trés arestas leva-la de volta a A. Dessa maneira,

1—a,

Ap+1 = 3 .




Escrevendo , ,
(=3)7 = (=3) Jan
3

e somando sobre todas as equagoes para j =0, 1, ..., n obtemos

(=3) Yans1-5 =

. _(_9\—(n) _(_9\—n
i1 =87 37 4 b (<=8 T) o (3T =37 ((3?21) _! (43)

E segue que a; = %.

17. A sequéncia x,, = 2" + 3" satisfaz z,41 = bz, — 62,1 com zg = 2 e x; = 5. Suponha que p|z,+1
e p|zy, com n > 1. Entao p|6x,—1. Contudo, sen >1,2+2"+3" e 3+t2"+3", logo (p,2) = (p,3) = 1.
Segue entao que p | x,—1. Assim, por indugao (para tras!), obtemos que p divide z1 e p divide xy,
donde p = 1.

18. Sejaa =3+ V8e f=3—-+8 Comoa+ 3 =6eab =1, a" + " satisfaz a recorréncia

Tpt1 = b6xy, — xp—1 com condigoes iniciais zg = 2 e 1 = 6. Entao z,11 = —zp—1 mod 6. Por
inducao, segue que xz,, é multiplo de 6 quando n é impar. Ainda por inducdo, podemos demonstrar
que z, = 2 mod 6 quando n é da forma 4k e x,, = —2 =4 mod 6 quando n é da forma 4k + 2. Por

fim, note que 0 < 8" < 1 para todo natural n > 1, logo |a"] = z, — 1. Segue que os restos sao

e 1, quando n = 4k;
e 3, quando n = 4k + 2;
e 5, quando n é impar.

19. Seja f uma fungao que satisfaz tal equagao e z € (0,00). Considere a sequéncia z, = f"(x), onde
f™ indica a fungdo f aplicada n vezes. Pela equagdo funcional, segue que z,, satisfaz a recorréncia

Tpt2 = —Tpt1 + 6z, para todo n > 0 e além disso zg = z. Note porém que a solucao geral desta
recorréncia é x,, = a2" 4+ 5(—3)".
Sabemos que g = z, logo o + 8 = z. Por outro lado, sabemos que x,, é sempre positivo,

pois f tem contra-dominio (0,00). Note que, se § > 0, entao para n suficientemente grande e impar
—(=3)" > %2”, donde z,, < 0 uma contradicao. Por outro lado, se 5 < 0, entdo para n suficientemente
grande e par (—3)" > —% " donde x, < 0, nova contradigdo. Segue que (8 tem que ser 0 e a =z (!),
donde f(z) = 2z é a 1nica solugao.

Pn N
20. Escreva a,, = —. A recorréncia fica
qn

Pnt1 4¢3 +p2

In+1 2DnGn

e, para calcular a,, podemos considerar p,4+1 = 4q,% + p% € gnt+1 = 2pnqn (as fragdes nao precisam ser
irredutiveis). Segue que

Tntl = Pnt1 + QQn—i—l = (pn + 2Qn)2 = xi € Yn+1 = Pn+1 — QQn—H = (pn - 2Qn)2 = yrQL

2n—1

Logo, =, = eyn:y%n_l. Mas 1 =p1+2¢1 =4+2-1=6ey; =p1 —2¢1 =4—2-1=2,

donde z, = 62" e y, = 22""". Como p, = W e qn = Tn ; yn, vem que
_2ACT 42 23+ 4
Un = —egn=T _ogn=T = gt _7 27T gt 7

Material elaborado por Hugo Fonseca Araijo



