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Problemas

Problema 1. ABCD é uma paralelogramo e ABF e ADE sao triangulos equilateros construidos
exteriormente ao paralelogramo. Prove que FC'E também é equilatero.

Problema 2. (Russia 1946) Dados trés pontos A, B, C' sobre uma reta [, sdo construidos triangulos
equilateros ABCt e BCA; em um mesmo semi-plano com respeito a l. Se M e N sao os pontos médios
de AA; e CCq, respectivamente, mostre que o tridngulo BM N é equilétero.

Problema 3. (Inglaterra 1995) Seja ABC' um tridngulo retangulo em C'. As bissetrizes internas de
BAC e ABC encontram BC e CA em P e (Q, respectivamente. Sejam M e N os pés das perpendicu-
lares a partir de P e ) até AB, respectivamente. Encontre a medida do angulo MCN.

Problema 4. (Polonia 1992) Os segmentos AC e BD intersectam-se no ponto P de modo que PA =
PD, PB = PC. Seja O o circuncentro do triangulo PAB. Prove que as retas OP e CD séo
perpendiculares.

Problema 5. Em um quadrado ABCD, M é o ponto médio de AB. Uma reta perpendicular a MC
em M toca AD em K. Prove que ZBCM = ZKCM.

Problema 6. Dado um triangulo qualquer ABC, D, E e F sao pontos médios dos lados AC, AB e
BC, respectivamente. Sendo BG uma altura do triangulo ABC, prove que /EGF = /EDF.

Problema 7. No losango ABCD com BAD = 60°, tomamos pontos F', H e GG nos lados AD, DC e
na diagonal AC', respectivamente, de modo que DF G H seja um paralelogramo. Prove que o triangulo
BF H ¢ equilatero.

Problema 8. Dado um quadrado ABC'D e E um ponto no interior dele tal que ZEDC = ZECD =
15°, prove que AABFE é equilitero.

Problema 9. Sejam ABC um triangulo, D um ponto sobre o prolongamento da semi-reta BC a
partir de B tal que BD = BA e M o ponto médio de AC. A bissetriz do dngulo ZABC corta DM
em P. Mostre que /BAP = ZACB.

Problema 10. Prove que se em um triangulo ABC, a mediana AM é tal que ZBAC é dividido na
razao 1:2, e D esta sobre AM, com M entre A e D, tal que ZDBA = 90°, entdo AC = ATD. Dica:
Escolha P sobre AD tal que AM = MP.



Solucoes

1. Denotemos por « e 8 os angulos o« = /BAD = /BCD e § = ZABC = ZADC. Note que
a+ [ = 180°.

Como ABCD é um paralelogramo e os tridangulos ABF e ADFE sao equilateros, temos que ED =
AD =BC e FB=AB = DC, e além disso ZCBF = ZCDE = 360° — 60° — 5. Concluimos que, pelo
critério l.a.l., os triangulos ACBF e ACDE sao congruentes. Consequentemente, CE = CF.

Por outro lado ZECF = a+ £LDCE + ZBCF. Como ACBF = ACDE, temos que ZDEC =
/BCF,logo /DCE+/BCF = /DCE+/DEC = 180°—ZCDE = 180°—(360°—60°—f3) = 5—120°.
Isso mostra que ZECF = a+  —120° = 180° — 120° = 60°.

Mostramos entao que o triangulo F'CE é isésceles (com CE = CF) e ZECF = 60°. Os outros
dois angulos do triangulo terao que ser iguais entre si e somar 120°, logo cada um deles sera igual a
60°, donde concluimos que AFCE é equilatero.

2. Comegaremos observando que ABAA; = ABCCh, pois BA = BCy, BA;, = BC e ZABA, =
/ZCBC = 120°. Consequentemente teremos que BM = BN por serem as medianas correspondentes
aos lados AA; e CCy dos respectivos triangulos congruentes ABAA; e ABCCh.

Basta mostrar que ZM BN = 60°. Para isso, usaremos novamente que ABAA; = ABCC; e
que BM e BN sao medianas de esses tridngulos, entao teremos que ABMA; = ABNC e, portanto,
LMBA, = ZNBC'. Finalmente, ZMBN = /CBA, — ZNBC + ZMBA; = ZCBA; = 60°.

3. Denotemos por « e 8 os angulos a« = ZCAP = /PAB e § = ZABQ = ZQBC. Olhando para os
angulos internos do AABC temos que 90° 4+ 2o 4 25 = 180°, donde concluimos que a + 8 = 45°.

Olhando os angulos internos do AACP, vemos que ZAPC = 90° — a. Como AP ¢ bissetriz
de ZCAB e ZACP = ZAMP = 90°, temos que CP = PM e as retas AP e CM se intersectam
perpendicularmente. Com isso, temos que ZPCM = 90° — ZAPC = 90° — (90° — a) = «v.

De maneira andloga, usando a bissetriz BQ, podemos mostrar que ZQCN = (3.

Assim, /ZMCN =90° — o — 8 = 90° — 45° = 45°.

4. Chamemos de ) o ponto de intersec¢ao de OP e C'D. Devemos mostrar que ZDQO = 90°.

Seja R o pé da perpendicular a partir de O até PB. Como O ¢ o circuncentro de APAB temos
que OR também é bissetriz de ZPOB. Veja que ZPOB é o angulo central correspondente ao arco
PAB da circunferéncia circunscrita ao tridangulo APADB, entao temos que % + /ZPAB = 180°, ou
seja, ZPOR+ ZPAB = 180°.

Como PA = PD e PB = PC, temos que ACPD = ABPA, e, portanto, ZPDC = ZPAB.
Também, ZQDR = ZPDC, por serem opostos pelo vértice. Logo teremos ZQOR + ZQDR = 180°.

A soma dos angulos interno do quadrilatero DQOR serd Z/QOR+/QDR+/DRO+/DQO = 360°,
ou seja, 180° + 90° + ZDQO = 360°, donde concluimos que ZDQO = 90°.

5. Seja L o ponto de intersecao das retas CB e K M. Veja que AAKM = AM BL pelo critério a.l.a.,
pois AM = MB, /ZKAM = ZMBL e ZAKM = ZMLB (os angulos sao iguales poe serem alternos
internos). Consequentemente teremos que KM = ML. Isto implica que a altura CM do AKCL
também serda mediana, donde concluimos que AKCL serd isosceles e, portanto, C'M serd bissetriz de
/ZKCL, o que conclui a prova.



6. FG é a mediana do tridngulo retdngulo ABG, logo ela serd igual & metade da hipotenusa, ou seja,
AFE = EB = EG. Por outro lado, veja que DF é a base média do AABC correspondente ao lado
AB, logo DF = ATB. Em particular temos que EG = DF' o que implica que EF DG é uma trapézio
isosceles. Consequentemente /FEG = ZEF D e, pelo critério La.l., temos AFFG = AEFD, donde
concluimos que ZEGF = ZEDF.

7. Chamemos de a o comprimento de cada lado do losango ABC'D. Denotemos também x e y os
seguintes comprimentos: * = DH e y = HC'. Note que z + y = a.

Como ABCD é um losango, temos que AC é bissetriz de ZBCD, logo ZACD = 30°. Também,
como GH | FD, temos ZCGH = ZCAD = 30°, donde concluimos que ACHG ¢ is6sceles com
GH = HC = y. Teremos também DF = GH =y, e, como z 4+ y = a, também vale FFA = x

Considere em AB o ponto L tal que AAF'L é equilatero, logo FL = AL=FA=xe /ALF = 60°.
Note que, pelo critério l.a.l. ADFH = ALBF e entao FFH = FB.

Para concluir basta mostrar que Z/BF H = 60°. Para isso, observe que ZGFH = ZFHD (alternos
internos) e que ZGFB = /FBL = ZDFH (na primeira igualdade os angulos sao alternos internos
e na segunda sdo angulos dos triangulos congruentes ADFH e ALBF'). Temos entdo que /ZBFH =
/GFH+ /GFB=/FHD+ /DFH = 180° — ZFDH = 180° — 120° = 60°.

8. Seja F' o pé da altura correspondente ao lado C'D do tridngulo iséscele ACDE. Seja G o ponto de
intersecao de EF com o lado AB. Como ABCD é um quadrado, F' e GG sao pontos médios de C'D e
AB, respectivamente.

Considere o ponto P em EF tal que ACPD é equilatero. Teremos que AADP é isosceles, pois
DP =DC = AD, e também ZADP = 90° — 60° = 30°. Logo ZAPD = /PAD = 75°.

Veja agora que LZGAP = 90° — 75° = 15° e AG = DF, logo pelo critério a.l.a. temos que
ANAAPG = ADEF. Consequentemente teremos que AP = DE e ADEP serd um trapézio isésceles.
As diagonais do trapézio devem entdo ser iguais, ou seja, DP = AF.

Como também DP = AB, acabamos de mostrar que AE = AB. Um argumento simétrico ao feito
anteriormente mostra que BE = ADB, e isto conclui a prova.

9. Chamemos de « os angulos « = /BDA = /BAD. Como ZABC é angulo externo do AABD
temos que ZABC = 2a e, como BP é bissetriz, temos que ZABP = ZPBC = «. Como consequéncia
teremos que BP || AD.

Considere N o ponto médio de AD. Note que M N || CD. Sejam E e F os pontos de interse¢ao
da reta BP com as retas M N e AC, respectivamente, e seja G o ponto de intersecao de AE com BC.
Como FE estd na reta M N, temos que E é o ponto médio de AG, logo BE serd mediana e bissetriz no
AABG. Isso implica que AABG ¢ isésceles com AB = BG e que LZAEB = 90°.

No AAMD temos PF || AD e, como N é ponto médio de AD, também teremos que E é ponto
médio de PF'. Observamos entao que as diagonais do quadrildtero APGF se cortam no ponto médio
e sao perpendiculares. Isso mostra que APGF é um losango, ou seja, todos os lados s@o iguais e os
opostos sao paralelos.

Em particular, mostramos que PG | AC, donde temos LZACB = /PGB. Veja também que
AABP = AGBP, pois BP é lado comum, ZABP = /PBG e AB = BG (usamos o critério l.a.l.).
Consequentemente temos que /BAP = /PGB, o que conclui a prova.

10. Seguindo a dica dada no enunciado do exercicio, consideramos em AD o ponto P tal que AM =
M P. Observamos entao que as diagonais do quadrilatero ABPC' se intersetam no ponto médio, o que
implica que ABC'D é um paralelogramo. Chamemos o = ZBAM e 2a = ZCAM. Como AB || CP e



AC' || BP, também teremos que ZAPC = a e ZAPB = 2a. Chamemos também de x o comprimento
de AC, temos x = AC = BP. Queremos mostrar que AD = 2.

Vamos escolher os pontos E e F sobre AP tal que /ZECP = a e AF = AC = x. Veja entao que
AFECP é isésceles com CE = EP. O angulo ZAEC é externo ao AECP, logo ZAEC = 2a. Vemos
entdo que AACE tem dois dngulos iguais a 2a, logo ele sera isésceles com AC = CFE = x.

Juntando as informagoes anteriores temos AC' = AF = CFE = EP = BP = z. Como M é ponto
médio de AP e AF = EP, temos que M também é ponto médio de F'E. Temos entao que as diagonais
do quadrilatero C'EBF se intersetam no ponto médio, e portanto C'EBF' serd um paralelogramo. Isso
mostra que FFB=CFE =z e AAFB é isésceles com /BAF = /ABF = .

No APEB, chamamos de  os angulos § = /PEB = /PBE. Note que a + 8 = 90°. Olhando
para a soma dos angulos internos do triangulo retangulo AABD, temos que ZADB = .

Os triangulos ADFB e AEBP tém ambos um angulo igual a 2« e outro igual a 3, logo o terceiro
angulo de ambos triangulos serd a 8 (lembre que a+ 3 = 90°). Como F'B = BP = z, concluimos, pelo
critério a.l.a., que ADFB = AEBP. Como consequéncia, temos FF'D = EP = x, donde concluimos
que AD = AF + FD = x + x = 2z, como queriamos mostrar.
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