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POLOS OLIMPICOS DE
TREINAMENTO INTENSIVO

d

Problemas Resolvidos

Nivel 2

Equacoes diofantinas III

Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel



Problemas

Problema 1. Encontre todas as solucoes em inteiros z,y, z,t da equagao:

2?42 422 =8t —1.

Problema 2. Encontre todas as solucoes em inteiros positivos da equacgao

1 1 1
-4+ -4+-=1
a b ¢

Problema 3. Mostre que para todo inteiro z existem inteiros x e y tais que

Problema 4. Encontre todas as solucoes de
l+ax+a?+2°=2

em inteiros positivos x e y.

Problema 5. Mostre que a equacao diofantina
5m? — 6mn + Tn® = 1988

nao possui solucao nos inteiros.

Problema 6 (Russia 1996). Sejam z,y, p,n, k nimeros inteiros positivos tais que
"+ yn =p".

Prove que, se n > 1 é impar, e p é um nimero primo, entao n é uma poténcia de p.

Problema 7 (OBM 2009). Prove que nao existem inteiros positivos = e y tais que

23 4 ¢ = 22009,



Solucoes

1. Um quadrado perfeito sé pode deixar resto 0, 1 ou 4, quando dividido por 8. Dessa forma, se x, y
e z sdo inteiros, 2 + 32 + 22 pode deixar qualquer resto quando dividido por 8, & excecdo de 7.

Como 8 — 1 = 7 (mod 8), seja qual for t € Z, concluimos que ndo existem inteiros z,vy, z,t
satisfazendo a equacao enunciada.

2. Seja (a, b, c) uma solugdo. Sem perdas, suponhamos que a > b > ¢. Como
1 1

1
a—i—g—i—zzl<:>ab+bc+ca:abc<:>bc:a(bc—b—c), (1)

be é divisivel por a. Dessa forma, existe k inteiro positivo tal que bc = ak. Substituindo no lado direito
da ultima igualdade acima, ficamos com

be = a(ak —b—c).
Se k > 3, isso nos da
be = a(ak —b—c) > a(3a —b—c) > a(3a —a — a) > da*.
2

Por outro lado, a > b > ¢ implica a* > bc, com igualdade se, e somente se, a = b = c¢. Dal,
a = b = c. Substituindo na equacao original, obtemos

o que implica a = 3.
Dessa forma, encontramos a primeira solucao (a,b,c) = (3,3, 3).
Restam somente os casos k =2 e k= 1.
Se k = 2, temos bc = 2a, donde

bc=albc—b—c) = 2a=albc—b—c) = 2=bc—b—c = 2+c=bc—b. (2)

Portanto, neste caso, b | 24 c. Como b > ¢ > 2, segue que ou 2+ ¢ = 2b, caso em que b = ¢ = 2, ou
2+ c =b. Nao podemos ter b = ¢ = 2 porque, nesse caso, teriamos é + % —I—% =1+ % Logo, c+2 =b.
Substituindo em (2), encontramos

b=bc—b = 1=c—1 = c=2.

Assim, ¢ = 2, b:c+2:4,etemosa:%:4.

Isso nos leva a nossa segunda solugao: (a,b,c) = (4,4,2).
Resta, agora, apenas o caso k = 1. Neste caso, temos bc = a.
Substituindo em (1), ficamos com

be=albc—b—c) = a=albc—b—c) = 1l=bc—b—c = 14+c=0b(c—1). (3)
b divide ¢+ 1. Como b > c e b > 2, s6 podemos ter b = ¢ + 1. Substituindo em (3), encontramos
l+c=blc—1) = b=blc—1) = 1=c—1 = c=2.
Logo, c=2,b=c+1=3, a=bc=06, e temos uma terceira solugao: (a,b,c) = (6,3,2).

Portanto, as solucdes inteiras positivas para a equacio do enunciado sdo, a menos de permutacao,’
(3,3,3), (4,4,2) e (6,3,2).

Lembre-se de que supomos, no inicio da solucdo, que a > b > c.



3. Seja z um inteiro. Temos
-yt =2 = (a-y)aty) =2

Se conseguirmos mostrar que existem x e y tais que £ —y = z e & + y = 22, teremos resolvido o

rT—y=2z
z+y =2

problema.
Ora, o sistema

¢é facil de resolver: sua unica solucao ¢é

(z.) <z2—|—z 22—z)
x,y) = )
7y 2 b 2

2 2, .. . o
Como tanto % quanto 4= sao inteiros, isso mostra que somos capazes de obter os inteiros por
que procuravamos.

4. Podemos fatorar o lado esquerdo da equacao: temos

l+z+a®+a% = 24__11 _ @ —9:1)_(3;12+1) = (x_l)(g;tll)(x2+l) = (z+1)(«*+1).

Dessa forma, queremos inteiros positivos z e y tais que
(4 1)(2* +1) = 2.

Para que seu produto seja uma poténcia de 2, (z + 1) e (22 + 1) devem ser ambos poténcias de 2.
Os tnicos restos que um quadrado perfeito pode deixar quando divido por 4, no entanto, sao 0 e 1.
Dessa forma, (22 + 1) deixa resto 1 ou 2 quando dividido por 4. Como z deve ser positivo, (z2 + 1)
nao pode ser igual a 1 e, portanto (sendo poténcia de 2), nao pode deixar resto 1 quando dividido por
4. Dessa forma, (22 + 1) deixa resto 2 quando dividido por 4. Como a tinica poténcia de 2 que iguala
tal feito é 2, devemos ter 2% + 1 = 2.

Como x é positivo, segue que = 1. De 1+ 2 + 22 + 2% = 2¥ concluimos que 4 = 2Y, isto é, y = 2.

Portanto, a dinica solugao em inteiros positivos para a equacao apresentada é

(z,y) = (1,2).

5. Seja (m,n) uma hipotética solucao inteira para a equagao. Veja que
5m2 — 6mn + 7n? = 1988 <= 100m? — 120mn + 140n? = 20 - 1988
< 100m? — 120mn = 20 - 1988 — 140n>
— 100m? — 120mn + 36n* = 20 - 1988 — 140n? + 36n>
— (10m — 6n)? = 20 - 1988 — 104n?,

donde 20 - 1988 — 104n? h4 de ser um quadrado perfeito.

(Obs.: Vocé poderia ter chegado & mesma conclusao através da formula de Bhaskara.)

Dessa forma, 20-1988 é um quadrado perfeito médulo 13 (veja que 13 | 104). Sera que isso acontece
de fato?



Uma fatoragao rapida mostra-nos que 1988 =4-7-71. Assim, 20-1988 =16-5-7-71 é quadrado
maédulo 13 se, e somente se, 5-7 - 71 é quadrado médulo 13. No entanto,!

CE)-() () ()
()4 (1)
oo (3) (3
3) )

:(_1).1

=—1.

A contradicio mostra que no existe solucdo inteira (m,n) para a equacao 5m? —6mn+7n? = 1988,
tal como queriamos.

6. Antes de mais nada, mostraremos que podemos supor que pfx e p{y.
Escrevamos = = p®’ e y = p®y/, com p{ 2’ e p{y'. Sem perdas, suponhamos que a > b. Temos

entao
na,./n nb, In

P 4 pyn = pt = prlah)

2" + y/n _ pk—nb'
Se a —b # 0, o lado esquerdo da igualdade acima nao é divisivel por p. Logo, nesse caso, temos de
ter pF~" = 1. Mas
pn(afb)x/n + y/n > pafb +1.

Absurdo! Logo, a —b =0, e (1) reescreve-se como

x/n + y/n — pk—nb’

compta’ epty.

Como a conclusao a que queremos chegar diz respeito a n somente, segue dai que podemos supor,
sem perdas, que ptz e pfy.

Voltemos entdo ao cendrio original, desta vez com nossa mais nova suposi¢do em maos (isto é, a
de que p nao divide nem x, nem y).

Por absurdo, suponhamos que existe um primo ¢ # p tal que ¢ | n, e seja [ tal que n = gl. Como [
é impar (I ndo pode ser par, porque n é impar), podemos escrever

2"yt = @)+ ) = (@ y?) (@) = @) Ty =2y T (D)),

Assim, ja que ™ + y™ é uma poténcia de p, z7 4+ y? também é uma poténcia de p.
Uma fatoracao similar a que utilizamos acima nos da

2l +yl = (x4+y) (@ =22y o~y yth).

Dai, vem que
r+y =0 (modp), istoé, =z = —y (mod p)

'A partir daqui, nesta solugdo, (%

Lei da Reciprocidade Quadratica.

) é o simbolo de Legendre. Nas igualdades que se seguem, utilizamos varias vezes a



27— 2y 4 2 4907 = 0 (mod p).
Substituindo a primeira na segunda, ficamos com
I 4yt 4y 4y = 0 (mod p),

isto é,

1

qy?”

0 (mod p).
Mas p 1 q, j& que p e ¢ s@o primos distintos. Por outro lado, p{y. Absurdo!

A contradicao mostra que a hipdtese que fizemos é absurda. Portanto, néo existe primo ¢, distinto
de p, que divide n e, assim, n é uma poténcia de p.

7. Pelo Pequeno Teorema de Fermat, 26 =1 (mod 7). Dai,

22009 = 26-334+5 = (26)334'25 = 25 = 32

4 (mod 7).

Por outro lado, os possiveis restos de um cubo perfeito médulo 7 sao 0, 1 e 6, donde os possiveis

resto da soma de dois cubos perfeitos médulo 7 sdo 0, 1, 2, 5 e 6. Assim, nao é possivel que existam
inteiros = e y tais que

23 4 ¢ = 22009,
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