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Problemas

Problema 1. Dados os pontos colineares e consecutivos A, B,C, D e E tal que AB+ CD =3 x BC
e DE = AB. Sendo M o ponto médio de BE, onde M D =2 e AE = 16, calcule MC.

Problema 2. Em uma reta temos 4 pontos consecutivos A, B,C e D que satisfazem as seguintes
relagbes 4 x AB— BD —2x CD =4, AB=3e AC =5, calcule AD.

Problema 3. (OBM-2011) Dois triangulos equildteros de perimetro 36¢m cada um sdo sobrepostos
de modo que sua intersecao forme um hexdgono com pares de lados paralelos, conforme ilustrado no
desenho. Qual é o perimetro desse hexagono?

Problema 4. Um trapézio ABCD de bases BC' e AD com BC < AD é tal que 2- AB = CD e
/BAD + Z/CDA = 120°. Determine os angulos do trapézio ABCD.

Problema 5. No AABC, E e D sao pontos interiores aos lados AC e BC, respectivamente. Se AF
bissecta ZCAD e BF bissecta /CBE. Prove que ZAEB + /ADB =2/AFB.
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Problema 6. No AABC, um ponto D esté sobre AC' tal que AB = AD. Se /ABC — ZACB = 30°,
encontre ZCBD.

Problema 7. A bissetriz interior de B e a bissetriz exterior de C' do triangulo ABC' encontram-se
em D. Através de D, uma reta paralela a CB encontra AC em L e AB em M. Se as medidas dos
comprimentos de LC e M B do trapézio CLMB sao 5 e 7, respectivamente, encontre a medida de

LM.

Problema 8. No AABC, CF é a mediana relativa a hipotenusa AB, C'E é bissetriz de ZACB, e
CD é uma altura relativa a AB. Prove que /DCE = Z/ECF.

Problema 9. A medida do segmento de reta PC, perpendicular & hipotenusa AC do tridangulo
retangulo ABC, é igual & medida do segmento BC. Mostre que BP deve ser perpendicular ou
paralelo a bissetriz de A.



Solucoes

1. Suponha que AB > BC'. Dizemos que AB=DE =x+y e BC =z. Como AB+ CD =3 x BC
temos que CD = 2z —y. Veja que BE = BC +CD + DE =z + 2z — y) + (v + y) = 4z, logo
BM =2z, MD =x—ye AE =bx+y. Como MD =2e AE = 16 temos que z —y = 2 e bx +y = 16.
Somando ambas equagoes obtemos 6x = 18, logo MC = = = 3.

O caso AB < BC resolve de maneira andloga. O caso AB = CD corresponde a AB = BC =
CM = MD = DFE e da mesma forma concluimos que MC = 3.

2. Veja que BC = AC — AB =5 —3 = 2. Chamemos CD = z, entao BD = BC + CD + 2 + .
Escrevemos 4 x AB — BD — 2 x CD = 4 como 4 x 3 — (2+ x) — 22 = 4, donde temos = = 2. Logo
AD=AC+CD=5+2=T1.

3. Como os dois triangulos sao equilateros com perimetro igual a 36¢m, o comprimento de seus lados
é 12c¢m. Queremos encontrar o perimetro do hexagono GHIJK L, conforme mostra a figura:
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Como AB || DF, BC || ED e AC || EF, temos que os triangulos ABLG, AFGH e ANAJK sao
também equildteros. Veja entdo que LG + GH + HI = BG+ GH + HC = BC = 12cm e que
1J+JK +KL = DJ+ JK+ KE = DE = 12cm, logo o perimetro do hexdgono sera igual a
12em + 12em = 24cem.

4. Seja E um ponto no segmento AD tal que AB || CE. Temos que ZCED = ZBAD por serem
correspondentes, logo teremos ZCED + ZCDA = 120°. Como a soma dos angulo internos de um
triangulo é igual a 180°, temos que ZEC'D = 60°.

Por outro lado, veja que o quadrilatero ABCE tem os lados opostos paralelos, logo ele é um
paralelogramo, segue disso que AB = C'E, logo temos que 2- CE = C'D. Considere o ponto médio M
do segmento CD, entao CE = CM e o triangulo ACEM é isésceles, como ZECM = 60° temos que
os outros angulos internos do tridngulo ACEM sao iguais a 60° e, portanto, o tridngulo é equilétero.
Como consequéncia teremos EM = M D, logo AEM D é isésceles. Também temos ZEM D = 180° —
ZEMC = 120° logo LZMED = ZMDE = 30°. Com isso achamos um dos angulos do trapézio:
ZCDA = 30°.

No triangulo ACED temos ZECD = 60° e ZCDE = 30°, segue entao que ZCED = 90° e, como
AB || EC, temos também que ZBAD = 90°. Os angulos ZBAD e¢ ZABC sao colaterais internos,
logo ZABC = 180° — ZBAD = 90°. Por tltimo, ZBC'D = 360° — 30° — 90° — 90° = 120°.



5. Como AF é bissetriz de ZCAD e BF é bissetriz de Z/CBE, chamamos © = /CAF = /FAD
ey = /ZCBF = /FBFE. Também chamamos a = /DAB e b = ZEBA. Olhando para os angulos
internos dos triangulos AEAB e ADAB, temos ZAEB =180°—- /FEAB—/EBA =180°—-2x—a—b
e ZADB = 180° — /DBA — /DAB = 180° — 2y —a — b. Logo ZAEB + ZADB = 360° — 2z —
2y — 2a — 2b = 2(180° — z — y — a — b). Finalmente, olhando para o triangulo AAF B temos que
/AFB =180° — ZFAB — ZFBA =180° —x — a — y — b, 0 que conclui a prova.

6. Vamos chamar de a o angulo ZACB, entdo ZABC = a + 30°. Queremos encontrar o angulo
x = ZCBD. Vejaque ZADB é externo ao triangulo ADCB, logo ZADB = /DCB+/CBD = a+z.
Veja também que LABD = ZABC — ZCDB = a+ 30° — 2. Como AB = AD, o triangulo ABD ¢
isosceles e ZADB = ZABD, logo a + x = a + 30° — z. Concluimos que = = 15°.

7. ZCBD = ZBDM, por serem angulos alternos internos. Como BD é bissetriz de ZABC, temos
que ZMBD = /ZBDM, logo ABMD ¢é is6scelese MD = MB =T.

Seja £ um ponto qualquer na reta BC tal que C se encontre entre B e E. Veja que ZECD =
ZCDM, por serem angulos alternos internos. Como CD é bissetriz de ACE, temos que ZDCL =
ZLDC, logo ACDL também é isésceles e LD = LC = 5.

Finalmente, ML =MD — LD =7—-5 = 2.

8. Os triangulos AABC e AACD sao retangulos e tem em comum também o angulo agudo Z/BAC,
logo o outro angulo agudo de ambos tridngulos também tem que ter a mesma medida, isto é: ZACD =
/ZABC. Como o triangulo ABC' é retangulo, temos que a mediana relativa a hipotenusa é igual a
metade da hipotenusa, ou seja, AF = FFB = CF. Temos entdo que ABCF ¢ isésceles e /ZFBC =
/FCB. Isso mostra que ZACD = /FCB, como AFE é bissetriz de ZAC B, concluimos que /DCFE =
/ZECF, como queriamos mostrar.

9. Pelo ponto C, tracamos uma perpendicular a AC. Nessa perpendicular consideramos os pontos P
e P’ tais que BC = CP = CP’ e o ponto B estd mais préximo de P do que de P’. Vamos mostrar
que a bissetriz do angulo BAC é paralela a BP e perpendicular a BP'.

Observe que o triangulo BPP’ tem a mediana, BC, igual a metade do lado PP’, logo o angulo
ZPBP' deve ser reto. Para ver isso, usando que ABCP e ABCP’ sao isésceles, dizemos que o =
/CBP = /CPB e 3= /CP'B = ZCBP’, logo a soma dos angulos internos de ABPP’ é 180° =
2a0+ 23, donde ZPBP' = a+ = 90°.

Agora é suficiente mostrar que a bissetriz de A é perpendicular a BP’. Como os angulos ZABC
e ZPBP' sao ambos retos, temos que ZABP' =90° — P"BC = Z/CBP = «.

Denotemos por D o ponto de intersecao de AC' com BP’. Os triangulos ABPP’ ¢ ACDP’ sao
ambos retangulos (pois ZPBP' = ZDCP’ = 90°) e tém o angulo agudo ZBP'P em comum, logo o
outro angulo agudo de ambos triangulos também tem que ter a mesma medida, isto é: ZCDP’' =
/BPP" = «a. Veja também que ZCDP’ ¢ ZADB sao opostos pelo vértice, logo sao iguais. Segue
que ZADB = «. Ja tinhamos mostrado que ZABD = «, entao concluimos que AABD ¢ isésceles e,
portanto, a bissetriz do angulo ZBAD coincide com a altura relativa ao segmento oposto BD. Isso
conclui a prova.
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