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POLOS OLIMPICOS DE
TREINAMENTO INTENSIVO

d

Problemas Resolvidos

Nivel 3

Desigualdades 11

Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel



Problemas

1 Desigualdade de Jensen

Problema 1. Sejam a e b nimeros reais positi-
vos, e . um numero natural. Prove que

a” +b S ((z—i-b)n‘
2 - 2

Problema 2. Prove que, para todo inteiro n >
L,
n
< (2 +1 .
- 2

Problema 3 (Nesbitt). Sejam a, b e ¢ reais po-
sitivos. Demonstre que

a . b . c >§
b+c c+a a+b 2

Problema 4 (IMOSL). Sejam ri,7a,...,7, re-
ais maiores do que 1. Prove que

1
T1+1+T2+1

1 n
+--F > .
ry + 1 Yrirg-rp +1

Problema 5. Sejam x > y > 1 niimeros reais.
Mostre que

x Y 1

+ - >
VZty Vy+1 Va+1~
Y x 1

+ + :
Vet+y e+l Jy+1

2 Desigualdade das Meédias

Generalizada

Problema 6 (Young). Sejam a e b niimeros re-
ais nao-negativos e p e ¢ nimeros reais maiores
que 1 tais que }D + % = 1. Mostre que

aP  b?
— 4+ — >ab.
p q

Problema 7. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Prove que

1 1 1 9

>
b+c_a+b—|—c

Problema 8. Sejam a, b e ¢ reais positivos tais
que a + b+ ¢ = 3. Determine o menor valor

possivel de
1 1 1

Va T E

Problema 9. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Prove que

(a® +b* + c*)? > 3abc(a + b + ).

Problema 10 (Taiwan). Sejam a, b e ¢ reais
positivos. Prove que

3 3 3
3(a+b+c) > 8Vabe + ¢/ %.

3 Desigualdade de Holder

Problema 11. Sejam aq,as,...,a, reais posi-
tivos. Prove que

(1+a1)(14a) -+ (14an) > (14 faras - an)"

Problema 12. Sejam a, b e ¢ reais positivos
tais que a + b+ ¢ = 3. Determine o menor valor

possivel de
1 1 1

—+ =+ =
va Vb oe
Problema 13 (Nesbitt). Sejam a, b e ¢ reais
positivos. Demonstre que

a . b . c >§
b+c c+a a+b 2




4 Desigualdade de Karamata
Problema 14 (Nesbitt). Sejam a, b e ¢ reais
positivos. Demonstre que

a n b n c
b+c c+a a+bd

3
> —.
-2

Problema 15. Sejam a, b, c > 0. Prove que

2 2 2 9
+ + > .
a+b b4+c c+a a+b+c

Problema 16. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Prove que

(I+a+a®)(1+b+bH)(1+c+c?) <
1+a+b)1+b+cAA+c+d?).

5 Desigualdade de Muirhead

Problema 17. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Prove que
ad v

-+ = > b .
bchca+ab_ajL te

Problema 18 (Nesbitt). Sejam a, b e ¢ reais
positivos. Prove que

a . b n c >3
b+c¢c c+a a+b 2

Problema 19 (IMOSL). Sejam a, b e c¢ reais
positivos tais que abc = 1. Prove que

3 b3
9 0+l +a)

a 3

(1+b)(1+

1+a)(140)

T

Problema 20 (Bulgéaria). Sejam a, b e ¢ reais
positivos tais que abc = 1. Prove que

1 1 1
1+a+b+1+b+c+1+c+a_
1 1 1

2+a+2+b+2+c'

>3
—4

6 Truque da reta tangente
Problema 21. Sejam a, b, ¢ e d reais positivos
tais que a + b+ c+ d = 4. Prove que

a N b n c n d
at+8 bBB+8 A+8 dB+8

4
< -
-9

Problema 22. Sejam a, b, ¢ e d reais positivos
tais que a + b+ c+d = 1. Mostre que

1
6(a3—|—b3+63+d3)Z(a2+b2—|—02—|—d2)+§.

Problema 23. Sejam a, b e ¢ reais positivos
tais que a + 2b + 3¢ > 20. Prove que

3 9 4
a+b+c+—-—+—+->13.
a 2b ¢

7 Desigualdade de Schur

Problema 24 (Polénia). Sejam a, b e ¢ reais
positivos tais que ab + bc 4+ ca = 3. Prove que

a® +b* + ¢ + 6abe > 9.
Problema 25 (IMO1984). Sejam a, b e c reais

positivos tais que a + b+ ¢ = 1. Prove que

7
0§ab+bc—|—ca—2abc§2—7.

Problema 26 (APMO). Prove que
(a® +2)(b? + 2)(c* +2) > 9(ab + be + ca),
sejam quais forem os reais positivos a, b e c.

Problema 27 (Coreia do Sul). Prove que, se a,
b e ¢ sao numeros reais positivos, entao

Vat + bt 4t \/a2b? + 022 + 2a? >

Va3b+ b3c + 3a + vV ab® + bed + ca’



Solucoes

1. Considere a funcao f(z) := 2", definida no intervalo (0, +00).
A primeira derivada de f é igual a f’(z) = nz" . A segunda, a f”’(x) = n(n — 1)x
Como n(n — 1)z"~2 > 0 sempre que = > 0, f” > 0 em todos os pontos de (0, +oc). Assim, f é
convexa, e segue da definicao de funcdo convexa que

n—2

a—i—b)

@+ 550) 2 1%

2

isto €, que

a"—Ql—b” > <a—2|—b>n.

2. Seja f(x) := In(z).
f estd definida em (0, +00) e, para todo z € (0,+00), f'(z) =1 e f"(z) = —% < 0.
Assim, f é uma fungao concava em (0,+00). Pelo teorema de Jensen, isso implica

In(1) +In(2) + - - - +In(n)

142+ - +n
n

Sln( ) vV n>1,

isto é,
1
In(1) +In(2) +---+1In(n) <n-In (%) vV n>1.
Aplicando a funcao exponencial em ambos os lados, ficamos com

n+1

n!§< )nVn>1.

Observagao: A desigualdade é, na verdade, estrita, e hd uma elegantissima maneira de provéa-lo:
— Se n é par, n! é inteiro, enquanto que ("‘2"1)71 nao o é. Logo, as quantidades nao podem ser
iguais.
—Sen=3,nl=6#8= (“T‘H)n
< Sen =5, nl =120 # 3% = ()",
— Sen > b, ”TH > 3 e portanto, pelo postulado de Bertrand, existe um nimero primo p maior
"T‘H e menor que n. p divide n!, mas nao divide ("TH)n Logo, as quantidades nao podem ser

que
iguais.

3. Como a desigualdade é homogénea, podemos supor, sem perder generalidade, que a + b+ ¢ = 1.
Assim, basta que provemos que

a n b n c o 3
l-a 1-b 1—c— 2’
para a, b e ¢ reais positivos tais que a + b+ c = 1.
Consideremos a fungao f(x) := 1 v , definida em (0,1).
-

1
>0 V 2e(0,1).

Temos f’(m) — m7 e f//(a:) = (1_2@



Assim, f é convexa em (0,1). Aplicando Jensen a f e a, b e ¢, encontramos

1<a+b+c>>§_1
3\l—a 1-b 1—-¢/ =119

Logo,

tal como queriamos.

4. Seja
1
f(.%') - e + 17
definida em toda a reta real. Temos
/ —e”
=—V R
© 2
” e T ex
= —_ Y R.
/@) (e +1)3 ve
Como e?* > e se x > 0, segue que f é convexa em (0, +00).
Como r1,79,...,7r, sao todos maiores que 1, In(ry),In(ry),...,In(r,) sdo todos maiores que 0.
Portanto, por Jensen,
f(n(r1)) + f(n(re)) +--- + f(n(ra)) f(ln("”l) +1In(ry) +---+ 1n(7“n)>
n - n '
ou seja,

1 1 1 1 1
7( + +-F >Z )
n\ri+1 ro+1 rn+1 Yrirg -y + 1

que é 0 mesmo que
1 1 1

n
+ + -+ > .
ry+1 ro+ 1 rn+1 Yrirg - orp + 1

5. A desigualdade é equivalente a

-y n y—1 z—1
VIty Vy+1 =~ VJr+1

Seja
fa) ==
x) = —
ﬁ?
definida em (0, 4+00).
Tem-se

2,/z°
3

5
4y/x

fi(z) =

vV z € (0,+00),

(z) = >0 V z e (0,400).

Assim, f é convexa em (0, 4+00).



; g : res ; =y o y=1 g
Aplicando Jensen a f nos pontos x +y e y + 1 com os pesos respectivos =% e Y=, encontramos

T —y 1 y—1 1 1 _ 1
R i — = N ’
T z+y =z \/y+1 \/rf{-(m~l—y)—l—%-(y+l) Vr+1

Multiplicando ambos os lados por = — 1, obtemos

r—y y—1 r—1

—+ > .
vVety  Vy+1l T Va+l

6. Aplicando MA-MG a aP e b? com 0s respectivos pesos ]% e %, obtemos

P
“ iz b > (ap)l/p(bq)l/q — ab.
q

p

7. Pela desigualdade das médias, a média de indice 0 é maior que ou igual a média de indice —1. Em

outras palavras,

)_1 —

a+b+c> (a‘1+b_1+c_1

3 >

a+§+c2 1+Z;>+1
a b c

1 1+1> 9

b ¢ a+b+c

8. Aplicando a desigualdade das médias as médias de indices 1 e —%, obtemos

1 1 1 -2
at+b+ec (ﬁ"‘\/g‘i‘\/g)
3

3 2
a+b+cZ 9 —
’ (7+7+7)
) a+b+c =9 =

1
ﬁ+%+%z3.

Pelo teorema (da desigualdade das médias), se a = b =c¢ (=1, j& que a + b+ ¢ = 3), a igualdade
se verifica. Assim, o valor minimo que

pode atingir quando a +b+c =3 é 3.



9. Se olharmos para os indices 2 e 1, observaremos que

<a2+b2+c2>§>a+b+c
3 = 3
a+b+c

V3

(a2 1p2 —1—02)1/2 >
Se olharmos para os indices 2 e 0, observaremos que

2,72 2.1
(M) 2 2 v abc <—
3
(a®+ b + P2 > \/33 - abe.
Multiplicando as duas desigualdades, obtemos

(a® +b* + ¢*)? > 3abc(a + b + c).

10. Queremos demonstrar que

3 3 3
9.%“6 > 8abe + ,3/%,

8-%1)4—0 > 8V abc.

Por outro lado, a desigualdade das médias potenciais aplicada para r = 3 e s = 1 nos diz que

a+b+c< s/ad + b3 + 3
3 - 3 ’

Para nossa sorte, a primeira desigualdade “supera” a segunda. Para vermos isso, aplicamos a desi-
gualdade entre as médias potenciais, desta vez com outras variaveis. Nosso objetivo serd eliminar as
raizes cibicas que aparecem no lado direito da desigualdade do enunciado, entao utilizaremos r = 3 e

s = 1. Temos:
8V/abe + {f S i/ 8abc + A
< .
9 - 9

Por MA-MG, sabemos que

Mas

21 3 7

€/8abc+‘w B §/24abc+a3+b3+c3 < i,/(a—i—b—i—c)?’ a+b+c
9 27 -

e o problema esta resolvido.

11. Basta aplicarmos Hélder as n sequéncias de dois nimeros (1,a1), (1, az2),...,(1,ay), todas associ-
adas ao mesmo peso (1): a desigualdade nos d4
101 1

1 1 1 = 2
(14a)n(1+ag)n---(1+ay)n >1+ajay ---ap,

que é 0 mesmo que

(14+a)(1+a2) - (1+ay) > 1+ Yaraz---a)".
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12. Aplicamos Hoélder as sequéncias (—= —=) e (a,b,c), com os pesos 3 e %, respectivamente.

Obtemos

A igualdade ocorre quando a = b = ¢ = 1. Portanto, 3 é o minimo pelo qual procurdvamos.

13. Consideraremos as sequéncias

b
<bicwﬁqfaib> e (a(b+c),blc+a),cla+D)),

com os pesos 1/2 e 1/2.
Aplicando Holder nesse contexto, obtemos

[

a b ¢\
<b+c+c+a+a+b> (a(b+c) +b(c+a) + c(a+ b))

a b c (a+b+c)?
+ + > :
b+c c+a a+b~ 2(ab+ bc+ ca)

>a+b+c

Ora, (a +b+c)? = 2(ab+ be + ca) + (a® + b2 + c?), e a® + b2 + ¢ > ab + be + ca. Logo,

(a+b+c)? >3(ab+bc+ca) 3

2(ab+ be+ ca) = 2(ab+bc+ca) 2

e, portanto,
a n b n c >3
b+c c+a a+b 2

14. A desigualdade é simétrica em a, b e ¢. Logo, como estamos lidando com inteiros positivos,
podemos supor, sem perder generalidade, que a + b+ ¢ = 1. Fagcamo-lo. Queremos mostrar entao que

a L b n c
1—a 1-9b 1-—

3
> 5 com a condicdo de que a—+b+c=1.
c

Como tanto a desigualdade quanto a condigao sdo simétricas em a, b e ¢, podemos supor, sem
perder generalidade, que a > b > ¢. Facamo-lo.
Temos, entao, que

a+b+c 1 2 1 2 1 2@+b+c) 2
> — == b> = —c+=b+-c=——"—""-=—_.
a > 3 3 e a-+ _3a+30+3+30 3 3
Assim, (a,b,c) majora (3, 3, 3).
Consideremos a fungao
x



f estd bem definida em (0,1), e sua segunda derivada é dada por
2
" o
f (33‘) - (1 _ 1‘)3

que, em tal intervalo, é sempre positivo. Portanto, f é convexa em (0,1). Aplicando a desigualdade

de Karamata a f com as sequéncias (a, b, c) e (%, %, %), encontramos que

o e 233 =

15. Como a desigualdade é simétrica em a, b e ¢, podemos supor, sem perder generalidade, que
a > b > c. Temos, entao,

a+b+ec

2 1 2 1 2 4
a—l—bzga—l—gc—i—fb—i—gc:g(a—i—b—%-c), e at+b+c+a> +b+c+a:§(a—|—b+c).

3

Portanto, (a + b,c+ a,b+ c) majora (3(a+b+c), 2(a+b+c),2(a+b+c))

Olhemos para a fungao f(x) := %

f estd bem definida em R*, e é diferencidvel. Sua segunda derivada é f"(z) = I%, que é positivo
em (0,+00). Logo, f é convexa em (0, +00).

Podemos, entao, aplicar nesse contexto a desigualdade de Karamata. Como

((a+0b),(c+a),(b+c)) = (3(a+b+c),2(a+b+c),3(a+b+c)) e f é convexa, ela nos diz que

1 1 1 3 9
>

+ + = :
a+b bt+c cta” Za+b+c) 2a+b+to)

Em outras palavras,
2 2 2 S 9

a+b+b+c+c+a_a+b+c.

16. Desta vez, nao estamos lidando com uma desigualdade simétrica. Ainda assim, a desigualdade
tem alguma ordem de regularidade: se trocarmos (a,b,c) por (c¢,a,b) ou por (b,c,a), as expressoes
nao mudam. Assim, podemos supor, sem perder generalidade, que a > b e a > ¢. Daqui para diante,
dividamos a solucao em dois casos.

Caso I: b>c¢

Neste caso, l4a+a?2>14b+b02>14c+ 2

Nao sabemos quem é maior: se (1+a+b?) ou (1+c+a?). Em todo o caso, sabemos que (1+b+c?)
é menor que ambos, e que, seja qual for o maior dentre (1+a+ %) e (1+c+a?), (1+a+ a?) é maior
que ele.

Por fim,

(lI+a+a)+1+b+b)>Q4+a+b?)+(1+c+ad?), e
(I+a+a®)+(1+b+b)+(L+ct+H)=1+a+b)+(1+c+a*)+(1+b+c?).

Dessa forma,

(L+a+a?),1+b+0%),(1+c+c?) = (1+a+b%),1+c+a?),(1+b+c?)),
se (14+a+b*)>0+c+d®), ou



(I+a+a®),1+b+0*),1+c+c?)) = (L+c+a®),(1+a+b?),(L+b+c?),
se (1+c+a®) > (1+a+b?).

Como a funcio f(z) := In(z) é concava em (0,+00) - sua segunda derivada é igual a —1/22 -,
temos, em todo caso, por Karamata,

In(14+a+a?)+In(14+b4+b*) +In(l+c+c) <In(1+a+b*)+In(l+c+a?®) +1In(1+b+ ).
Tomando a exponencial em ambos os lados, ficamos com
(I+a+a®)1+b+0)1+c+P) < (T+a+b*)(1+b+c*)(1+c+ad?),

que é exatamente o que queriamos provar.

Caso II: ¢c> b

Neste caso, 1l +a+a?>>1+c+c>1+b+ b2

N&o sabemos quem é maior: se (1+a+b?) ou (14+c+a?). Em todo o caso, sabemos que (1+4b+c?)
é menor que ambos, e que, seja qual for o maior dentre (1+a+b?) e (1+c+a?), (1+a+ a?) é maior
que ele.

Por fim,

(I+a+a)?+(A+ct+t)>A+a+b?)+(1+c+a?), e
I+a+a®)+1Q4+c+A+A+b+)=Q+a+b)+ (1 +c+a®)+ (1 +b+A).
Dessa forma,

(L+a+a?),l+c+c),(1+b+b%)) = (1+a+b%),(1+c+a?),(1+b+c?)),
se (14+a+b*)>1+c+d®), ou

(I+a+a®),I+c+?),1+b+0%)) = (L+c+a®),(1+a+b?),(L+b+c?)),
se (1+c+a®)>(1+a+b?).

Como a funcio f(z) := In(z) é concava em (0,+00) - sua segunda derivada é igual a —1/22 -,
temos, em todo caso, por Karamata,

In(14+a+a®)+In(14+c+c) +In(l+b+b*) <In(1+a+b*)+In(l+c+a?)+1In(1+b+ ).
Tomando a exponencial em ambos os lados, ficamos com
(I+a+a®)1+b+0)1+c+P) < (T4+a+b*)(1+b+c*)(1+c+ad?),

que é exatamente o que querfamos provar.

17. (3,—1,—1) majora (1,0,0). Logo,

&
;bczga@
35 3
2( 4+ S ) >2atb40) =
be  ca ab

at b c?
—+—+—=>a+b+ec
be  ca ab

10



18. Multiplicando ambos os lados da desigualdade por 2(b + ¢)(c + a)(a + b), obtemos que ela é
equivalente a

2(a® + b* + ) + 2(ab + ab® + b*c + be® + *a + ca®) + 6abe >

3(a®b + ab?® + b*c + bc* + ca + ca®) + 6abe =

Za3+22a26232a2b <=

sim sim sim
E a’ > E a’b
sim sim

que, por sua vez, é valida, dado que (3,0,0) majora (2,1,0).

19. Multiplicamos ambos os lados da desigualdade por 4(1 + a)(1 + b)(1 + ¢), para obter que ela é
equivalente a

A(a* + 0"+ ) +4(a® +* + ) >3+ 3(a+b+c) + 3(ab+ be + ca) + 3abe.

Agora, basta observar que (4,0,0) > (%, %, %), que (4,0,0) > (2,1,1), que (3,0,0) >~ (%, %, %) e que
(3,0,0) > (1,1,1), para concluir que

at + v+t > Ba%b%c% =3,

ot + b0+t > dPbe+ ab’c+ab? =a+b+c,

4
3

ol
XIS
XIS
XIS

—i—aéb =ab+bc+ca e

Wl

a3+b3+c32a%b c%—l—abc c

a4+ b + & > 3abe
e que, portanto,

A(a* + 0"+ ) +4(a® +* + ) >3+ 3(a+b+c) + 3(ab + be + ca) + 3abe.

20. Multiplicando o lado esquerdo por

(I+a+b)(1+b+c)(1+c+a)
(I+a+b)(1+b+c)(1+c+a)

e o direito por

ficamos com ) - )
§Zsima +§Zsimab+225ima+525im1
(14+a+b)(1+b+c)(1+c+a)

%Zsim ab+ 2Zsima + 2Zsim 1
2+a)24+0)(24+¢) ’

respectivamente.
Dessa forma, se multiplicarmos os dois lados da desigualdade por

I4+a+b)(1+b+c)(14+c+a)2+a)2+b)(2+0),

11



ficamos com

%Zagbc+22a3b+2Za3+92a2bc+gZa2b2c+SZa2b2+

sim sim sim sim

sim sim
24) "a’b+ 2—1Zabc+ 12) a®+31) ab+22) a+4> 1
stm 2 stm stm stm sim sim

<
E a’b? + E a’be + 2 E a’b’c+5 g a’b + E g a’b? + § E a’be+
- , , - 2 £ 2 £
Sstm Stm Stm stm stm stm

303 a’b+2) a®+11) abe+ 1OZa2+§Zab—|— 14) a+2) 1L
sim sim sim sim 2 sim sim sim

Simplificando os termos que aparecem em ambos os lados...

S DUNID SITRED DIEE) DR R

stm stm sim sim
1 1 5 5
372 3 2,2 3 2,2 2
Za b +§Za bc+§Za b c+3Za b+§Za b —|—§Za be+
stm stm stm Sstm stm stm
1
2
GZa b+§Zabc.
Sstm stm

Como abc =1, isso é o mesmo que

gZa2+4Zab+%Za+gZI <

sim sim sim sim
5)
312 3 212 2
Za b +3Za b+§Za b —I—GZQ b.
sim sim sim sim

Como (3,1,0) > ( )

Assim, é suficiente provarmos que

11 31.2 5 212 2
4Zab+32a§2a b +§Za b +6Za b.
Sstm stm Sstm stm
Como (3,2,0) = (2,2,1), e (2,1,0) = (3,3,3),

Z a’b? > Z a’b’c = Z ab,

sim stm sim

sim

ZaQb > Za%b%c% = Zab.

sim sim sim

12



Logo, basta mostrarmos que

L;Zag gZa2b2—|—32a2b.

sim sim sim

Mas isso segue imediatamente de (2,2,0) > (2,1,1) e (2,1,0) >~ (%, 2 %), que implicam

37
E:aQb2 > Zach:Za

stm sim sim
¢ 5.2 2
Stz Y et =Y
sim sim sim
21. Afirmamos que
x 1 2
< = -1 1
e Rl A T (1)

De onde surgiu a ideia de mostrar essa desigualdade? Ora, f(x) := ¢é a expressao com que

_r
3+ 8
estamos lidando no enunciado, % é o valor de f no ponto 1 ( 1 ¢é a média aritmética das nossas
variaveis) e 237 ¢é a derivada de f em 1.
(1) é equivalente a

277 < 32° + 24 + 22 + 167 — 22° — 16 <

20 +2° — 11z +8> 0

(x—1)(22° + 322 + 32 —8) >0 «—

(z —1)*(22* + 52+ 8) > 0,

que é valida, se x > 0.
Aplicando (1) a a, b, ¢ e d e somando, obtemos

a n b . c n d <
a3+8 W+8 B34+8 d34+8~

(%+(a_1)227)+(1 (b_1)27) ( c_137 ( (d=1) 7)
4. 2 4
9

4 - =
+(a+b+e+d—4) 5

e o problema esta resolvido.

22. Queremos mostrar que (6a® — a?) + (603 — b%) + (6> — %) + (64° — d?) > %. E claro que
consideraremos, entdo, a funcio f(zx) := 623 — 2.
A médias das nossas varidveis é %, entao olharemos para a reta tangente ao grafico de f nesse

ponto. Temos f (%) = 3—12, e f’(i) = % Seré que o truque da reta tangente funcionard nesse contexto?
Vejamos...

1 1\ 5
6x3—x22§+<x—1>§ s 482° — 822 > By —1 <= 487° — 822 —Br+1> 0 <«
(4 —1)(122° 42 —1) >0 <= (42— 1)*(3z +1) > 0.

13



Funciona! Sempre que z > 0, (4x — 1)?(3z + 1) > 0. Assim,
1 1\5
3.2 ( _ 7) 2 ‘
6x x° > 3 + (x 1)3 Vx>0

Aplicando essa desigualdade a a, b, ¢ e d e somando, obtemos

(6a® — a?) 4 (61> — b*) + (6¢> — %) + (6d° — d?) >

(0 0 D8) (2 6 D5) (- D5) (e (-3)5) -

4 5 1
— b d—1)= = =.
32+(a+ +c+ )8 5

A desigualdade esta provada.

23. As varidveis desempenham papeis diferentes neste problema, entdo utilizaremos um truque para
cada uma. Nos trés truques, utilizaremos o fato de que f(x) := 1/x é convexa e que, por isso, a
reta tangente ao grafico de f em qualquer ponto esta inteiramente abaixo do grafico. Explicitamente
falando, temos

1 1 -1

727+(af2)i), jique o®—da+4=(a—2)"20;

a2 4

11 -1

Lo lio-9Ul Gique posro= o320 o
1 1 -1

cZ4+(C_4)1(3)7 jdque ¢ —8c+16=(c—4)*>0.

Assim,

3. 9 4 3 3a 3y (3 b 3 c
a+b+c+5+—+g2a+b+c+(———+—)+(———+—)+(1——+1):

2% 24 "9 27272 4
2% 9
8+a+f+3028+10:13.

24. De (a +b+¢)? > 3(ab+ be + ca)l e ab+ bc+ ca > 3, vem que a +b+c > 3.
Por Schur, a® + b3 + ¢ + 6abc > a?(b + ¢) + b*(c + a) + ¢*(a + b) + 3abe.
Assim,

a® + b3 + A 4 6abe > a?(b+ ¢) + b?(c + a) + *(a + b) + 3abe
= (ab+bc+ ca)(a+b+c)

> 9.

'Que vem de a® + b* + 2 > ab+ bc + ca
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25. A desigualdade da esquerda se resolve com uma simples homogeneizacao: temos

0 < ab+be+ ca — 2abc <=

ab + be + ca > 2abc <—

(a+b+c)(ab+ bc+ ca) > 2abc <~
3abc + a*(b+ c) + b*(c + a) + *(a +b) > 2abc <=
abe + a?(b+¢) + b*(c + a) + *(a +b) > 0,

que é verdade, dado que as varidveis sao todas positivas.
Para demonstrar a desigualdade da direita, também comecamos por homogeneizar:

ab + bc + ca — 2abe < 2—77 <« 27(a+b+c)(ab+bc+ ca) < 7(a+ b+ c)® + 5dabe.

Abrindo e utilizando a notagao de somatorios simétricos, ficamos com

27Za2b+gZabC§ ;Za?’—i—QlZaQb—l—?Zabc,

sim sim sim sim sim
que é equivalente a
72&3 —|—5Zabc > 122&217.
stm stm stm
Por Muirhead,
2 Z a’ > 2 Z a’b.
stm stm
Por Schur,
52&3 —|—5Zabc > 102&217.
stm stm stm

Somando as duas, obtemos o desejado.

26. Antes de mais nada, expandamos:
(a® +2)(b* +2)(c* +2) = (abe)® + Y _a’t? +2> a®+8.

Agora, utilizamos a desigualdade das médias para transformar a expressao em uma expressao ho-
mogénea: temos
2
(abe)? + 2 = (abe)® + 1+ 1 > 3(abc)3

Za2b2 +6= Z(a2b2 +1) > QZab.

Portanto,
2
(0> +2)(b° +2)(c* +2) > 3(abe)s +2> ab+2) a”.

sim sim

E suficiente que mostremos, entao, que

3(abc)§ + 2Zab+ 22@2 > 9(ab + bc + ca),

sim sim
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isto é, que
2
3(abc)s 42 Z a® > 5(ab + be + ca).

sim

Aplicando Schur a ag, b3 e cg, obtemos

Wi

a>+ b+ + 3(abc)§ > Za%b
sim

> Zab.

(A segunda desigualdade vem do fato de que (3, 2) > (1,1).)
Assim, resta provarmos que
3
3 Zaz > 3(ab + bc + ca),
srm
isto €, que
3(a® 4+ b* 4 ?) > 3(ab + be + ca).

Mas esse resultado é nosso velho conhecido - consegue prova-lo?

27. Eleve ao quadrado os dois lados da desigualdade. As raizes sdo ntimeros positivos, entao obteremos
uma desigualdade equivalente. Fica claro a partir dai que é suficiente demonstrar que

2v/at + bt + c4/a2b? + b2c2 + c2a2 > 2\/a3b + B3¢+ c3an/abd + bed + cas,
ou seja, que
(a* + b* + ) (a®b® + b2 + c?a?) > (a®b + bPc + ca)(ab® + be® + ca?), (1)

e que
(a* + b + ) + (6?6 + b2 + *a®) > (a®b+ bc + c*a) + (ab® + bc® + ca®). (2)

Poderiamos abrir (1) e aplicar Muirhead e/ou Schur, mas hd uma maneira mais elegante de lidar
com essa desigualdade: por Cauchy-Schwarz,

(a* + bt + ) (a®b? + b2 + *a?) > (a®b + bPc + cPa)?

(b* + ¢t + ah) (0?0 + 0P + Pa?) > (ab® + b + ca®)?.
Da raiz do produto das duas, o resultado segue.

Na hora de lidar com (2), Muirhead e Schur séo inevitaveis:
Observamos que, se aplicarmos Schur a a, b e ¢ com r = 2, ficamos com

at + ' + ¢+ d®be + ab’c + ab® > Za?’b = (a® + bPc + Ba) + (ab® + b + ca®).

sim
Assim, seria suficiente demonstrarmos que
a’b? + b%c? + ?a? > a®be + ab’e + abc?,

mas isso é simplesmente Muirhead aplicado as sequéncias (2,2,0) e (2,1,1)!

Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel
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