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Muiltiplos, Divisores e Primos - Aula 02

Nessa lista vamos explorar conceitos basicos de divisao Euclidiana, multiplos, divisores
€ primos.

Quando dividimos o nimero 7 pelo nimero 3, obtemos um quociente 2 e um resto 1.
Podemos transformar essa divisao na equagdao 7 = 3 x 2 + 1. De um modo mais geral, ao
dividirmos um nimero a por um nimero b, obtemos um quociente ¢ e um resto r.

a=bxq+r (1)

Perceba que o resto nao pode assumir qualquer valor, por exemplo, na divisao por 3
0s restos possiveis sao 0, 1 ou 2, em outras palavras, o resto pode ir de 0 até o nimero
anterior ao divisor. Portanto, ao dividirmos por b, os restos possiveis sao 0, 1, 2, ---, b— 1.

Um caso muito especial acontece quando o resto da divisdo é zero. A equagio anterior
fica:

a=bxgq (2)

Dessa expressao podemos fazer quatro defini¢es, que sao equivalentes:

e a é multiplo de b
e ¢ é divisivel por b
e b é divisor de a

e b é fator de a

Assim, um ndmero primo pode ser definido como um nimero p que possui exatamente
dois divisores positivos: 1 e p. Sao primos os numeros 2, 3, 5, 7, 11, --- enquanto que 4
nao é primo ja que possui como divisores positivos 1, 2 e 4, assim como 6 também nao é
ja que possui como divisores positivos 1, 2, 3 e 6. Nimeros que podem ser representados
como o produto de pelo menos dois niimeros primos sao chamados de niimeros compostos,
como exemplo temos 4 =2 x 2o0u 12=2 X 2 x 3.

Problema 1. (OBM 1¢ Fase) A soma de dois nimeros primos a e b é 34 e a soma dos
primos a e ¢ é 33. Quanto vale a + b+ ¢?

Solucdo. Como a+b = 34, que é um nimero par, ou a e b sdo pares, ou sao ambos impares,
como o unico primo par é 2, teriamos a + b = 4, portanto a e b sdo impares. Com a mesma
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andlise verificamos que, como a + ¢ = 33, entao temos um nimero par e um nimero impar
entre a e ¢, e como anteriormente verificamos que a é impar, entao ¢ é um nimero primo
par, logo ¢ = 2, portanto: a4+ ¢ =33 < a+ 2 = 33 & a = 31. Substituindo na outra
equacao temos: a+b=34 < 31+b =34 < b= 3 Finalmente, a+b+c=31+3+2 = 36.

Problema 2. (OBM 1% Fase) Dos nimeros a seguir, qual é o nico que pode ser escrito
como produto de quatro naturais consecutivos?

Solucdo. Uma ideia para resolver esse problema é fatorar cada uma das alternativas para
verificar se podemos escrever tal nlimero como um produto de quatro niimeros consecutivos.
De fato a alternativa e) da a resposta, ja que 1680 = 24.3.5.7 = 5.6.7.8.

Como essa resolucao pode demorar muito, podemos fazer de outra maneira. Perceba
que o produto de niimeros consecutivos cresce muito rapido. Outra solucao possivel seria
ir testando o produto de quatro niimeros consecutivos até encontrar uma das alternativas,
nesse caso comegariamos com 1.2.3.4 = 24, depois tentariamos 2.3.4.5 = 120, o préoximo é
3.4.5.6 = 360, 4.5.6.7 = 840, e finalmente 5.6.7.8 = 1680.

Por dltimo, vamos considerar uma ideia mais elaborada. Da resolucao anterior podemos
perceber que no produto de quatro nimeros consecutivos sempre teremos pelo menos um
numero multiplo de 3 (veja que aparece o 3 e depois comega a aparecer o 6), um nimero
multiplo de 4 (veja que quando o 4 para de aparecer, o 8 aparece) e um nimero par que nao
é multiplo de 4, em outras palavras, um multiplo de 2 (o 2 aparece no comego, ai aparece
0 6). Resumidamente, um multiplo simultaneo de 2, 3 e 4 é um multiplo de 2.3.4 = 24.
Podemos pegar cada alternativa e ver qual desses niimeros é divisivel por 24.

Problema 3. (OBM 1° Fase) Uma professora tem 237 balas para dar a seus 31 alunos.
Qual é o numero minimo de balas a mais que ela precisa conseguir para que todos os
alunos recebam a mesma quantidade de balas, sem sobrar nenhuma para ela?
Solugao. Dividindo 237 por 31 obtemos quociente 7 e resto 20, ou seja, se a professora
conseguir uma quantidade tal que, somada com 20 dé 31, entao ela consegue entregar mais
uma bala para cada aluno. Portanto a professora precisa de 11 balas a mais.

Problema 4. Em um certo ano, Janeiro tinha exatamente quatro tercas-feiras e quatro
sabados. Em que dia da semana caiu o dia 1 de Janeiro?

Solucdo. Uma ideia para resolver esse problema é desenhar um calendédrio do més de
janeiro com 31 dias. Veja que a diferenca de sdbado para terca-feira sao apenas 3 dias,
como janeiro possui 31 dias isso quer dizer que podemos montar 4 sequéncias de 7 dias e
sobram ainda 3 dias (31 = 4.7 + 3), ou seja, como esse més de janeiro possui exatamente
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quatro tercas e quatro sabados, os 3 dias restantes s6 podem ser quarta-feira, quinta-feira
e sexta-feira. Montando esse calendario de janeiro verificamos que dia 1 de Janeiro é uma
quarta-feira.

1 Problemas

Multiplos, Divisores e Primos: Problemas Introdutérios

Problema 5. Sabendo-se que 9174532 x 13 = 119268916, pode-se concluir que ¢é divisivel
por 13 o niimero:

a) 119268903
b) 119268907
c) 119268911
d) 119268913

e) 119268923

Problema 6. Em 2006, o primeiro dia do ano foi um domingo, o primeiro dia da semana.
Qual é o préximo ano em que iSso ocorrera?

Considere que os anos nao bissextos tém 365 dias e os bissextos tém 366 dias. Sao
bissextos:

e 0s anos que sao multiplos de 4 e nao sao multiplos de 100;
e 0s anos que sao multiplos de 400.
Por exemplo, 1996 e 2000 foram anos bissextos e 1900 nao foi um ano bissexto.

Problema 7. A Péscoa é celebrada no primeiro domingo apés a primeira Lua cheia do
Outono e pode ocorrer entre 22 de marco e 25 de abril. Existem varios métodos para
determinar o dia em que o domingo de Péscoa cai. Um deles é o método de Gauss, descrito
a seguir para os anos no intervalo de 1901 a 2099. Sejam

e A o resto da divisdo do ano por 19;

e B o resto da divisao do ano por 4;

e C o resto da divisao do ano por 7;

e D o resto da divisdo de 194 + 24 por 30;

e E o resto da divisdo de 2B +4C + 6D + 5 por T;

Desta forma:
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e Se D+ FE >9,entaoodiaé D+ E —9 e o més é abril.
e Caso contrario, o dia é D + E + 22 e o més é marco.

Em que dia e més serd o domingo de Pascoa em 2077, ano do centendrio da OPM?

Multiplos, Divisores e Primos: Problemas Propostos

Problema 8. Um certo nimero inteiro positivo, quando dividido por 15 d& resto 7. Qual
é a soma dos restos das divisdes desse nimero por 3 e por 57

Problema 9. Um conjunto de inteiros positivos, dois a dois distintos, é chamado auto-
divisor se a soma de todos os seus elementos é miiltiplo de cada um de seus elementos. Por
exemplo, {1;2;3} é um conjunto auto-divisor com 3 elementos, pois 1+2+3 = 6 é multiplo
de 1, 2e3.

Agora é sua vez! Invente um conjunto auto-divisor com

(a) 4 elementos.
(b) 5 elementos.

(c) 10 elementos.

Problema 10. A primeira fase da OBM de 2008 se realizou no dia 14 de junho, um sabado
do ano bissexto 2008.

Problema 11. O numero 1000...02 tem 20 zeros. Qual é a soma dos algarismos do niimero
que obtemos como quociente quando dividimos esse niimero por 37

Problema 12. Em um ano, no maximo quantos meses tém cinco domingos?

Problema 13. Vocé conhece o critério de divisibilidade por 117 Veja sé:
e O numero 93918 é divisivel por 11 pois 8 — 14+ 9 — 3+ 9 = 22 e 22 é divisivel por 11;
e O numero 4851 é divisével por 11 pois 1 —5+8 —4 =0 e 0 é divisivel por 11;

e O numero 63502 nao é divisivel por 11 pois 2—045—3+ 6 = 10 que nao ¢é divisivel
por 11.

a) Qual é o menor nimero natural de 5 algarismos que é divisivel por 11?7

b) Qual é o menor niimero natural de 5 algarismos distintos que é divisivel por 117

Problema 14. Vamos chamar de selo de um nimero inteiro positivo o par (x;y) no qual
x é o nimero de divisores positivos desse niimero menores do que ele e y é a soma desses
divisores. Por exemplo, o selo do nimero 10 é (3;8) pois o nimero 10 tem como divisores
menores do que ele os nimeros 1, 2 e 5, cuja soma é 8. Ja o selo do niimero primo 13 é

(1;1).
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a) Qual é o selo do numero 97
b) Qual nimero tem o selo (2;3)7
¢) H& ntimeros cujo selo é (6;m). Qual é o menor valor possivel para m?

Problema 15. Neste problema vamos mostrar uma forma de calcular o resto da divisao de
um nimero inteiro positivo por 7. Considere a figura a seguir, com os restos que um numero
inteiro pode deixar na divisao euclidiana por 7 e algumas flechinhas pretas ou brancas entre
eles. Para descobrir o resto da divisdo de um nimero qualquer n por 7, fazemos o seguinte:
partimos do zero e seguimos o caminho indicado por x; flechas pretas, sendo z1 o algarismo
mais & esquerda de n. Seguimos por uma flecha branca e entao seguimos o caminho indicado
por zo flechas pretas, sendo xs o segundo algarismo mais & esquerda de n. Seguimos por
uma flecha branca e entao seguimos o caminho indicado por 3 flechas pretas, sendo x3
o terceiro algarismo mais 4 esquerda de n e assim por diante até seguir a quantidade de
flechas pretas indicada pelo algarismo das unidades de n e terminar em algum dos restos
de 0 a 6. O niimero no qual terminarmos é o resto da divisao de n por 7.

CA 5%

|

Por exemplo, para n = 3401:
e Partimos do 0 e seguimos por 3 flechas pretas, chegando em 3.

e Seguimos uma flecha branca para 2 e, entao, seguimos por 4 flechas pretas, chegando
em 6.

e Seguimos uma flecha branca para 4 e, entdo, seguimos por 0 flecha preta (ou seja,
ficamos na mesma posi¢ao), continuando em 4.

e Seguimos uma flecha branca para 5 e, entao, seguimos por 1 flecha preta, chegando
em 6.

e Podemos concluir que 6 é o resto da divisao de 3401 por 7.

a) Encontre, segundo a regra descrita, o resto da divisao de 4288 por 7. Seguindo o modelo
acima, descreva os passos para obtencao do resto.

b) Encontre, segundo a regra descrita, o resto da divisao de 102010 por 7. Nao é necessario
descrever todos os 2011 passos, mas nao se esqueca de justificar a sua resposta.
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5)

Multiplos, Divisores e Primos: Solugoes dos Introdutérios

(OBM 1% Fase) Como 119268916 ¢ divisivel por 13, j& que 9174532 x 13 = 119268916,
podemos concluir que os ntimeros da forma 119268916 + x, para x inteiro, sdo divisiveis
por 13 se, e somente se, x é divisivel por 13. Dentre os ntimeros apresentados, o niimero
119268916 + (—13) = 119268903 é o tnico divisivel por 13.

(OPM Fase Inicial) Como 2006 nao é bissexto, tem 365 dias e, como 365 =52 x 7+ 1,
o primeiro dia do ano de 2007 serd uma segunda-feira, um dia a frente do que aconteceu
em 2006. E o mesmo no ano seguinte, ou seja, o primeiro dia do ano de 2008 sera
uma terca-feira, um dia a frente do que aconteceu em 2007. Ja 2008 a bissexto. Como
366 = 52 x 7+ 2, o primeiro dia do ano de 2009 serd uma quinta-feira, dois dias a frente
do que aconteceu em 2008. Como 2009, 2010 e 2011 nao sao bissextos, os primeiros dias
de 2010, 2011 e 2012 serao, respectivamente, uma sexta-feira, um sabado e um domingo.
Portanto a préxima vez que o ano iniciard em um domingo serd em 2012.

(OPM Fase Inicial) Efetuando-se as divisoes, temos A =6 , B=1e¢ C =5 . Logo
19A +24 = 138 e D = 18, além de 2B +4C +6D +5 = 135 ¢ E = 2. Como
D+ FE =20 > 9, o domingo de Pascoa em 2077 serd no dia D + E — 9 = 11 ¢ no més
de abril.

Observagao: existem dois casos particulares neste periodo: 2049 e 2076. Quando o
domingo de Péscoa, de acordo com a regra citada, cair em Abril e o dia for 26, o dia é
corrigido para 19. E quando o domingo de Pascoa cair em Abril e o dia for 25, o dia é
corrigido para 18.

Miltiplos, Divisores e Primos: Solucgoes dos Propostos

A 15p+ 7 7
(OBM 1° Fase) Seja A = 15p + 7. Como 3= Pl _ op + 3 concluimos que o

resto da divisdo de A por 3 é igual ao resto da divisdo de 7 por 3, ou seja, 1. De forma

andloga, o resto da divisao de A por 5 é o mesmo que o da divisao de 7 por 5, ou seja,
igual a 2. A soma desses restos é igual a 1+ 2 = 3.

(OPM Fase Inicial)

(a) {1,2,3,6}

(b) {1,2,3,6,12}

(¢) {1,2,3,6,12, 24,48, 96,192, 384}

Esses sao alguns exemplos. H&a outros conjuntos que cumprem as condi¢oes impostas
pelo problema.
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10)

11)

12)

13)

14)

(OBM 1% Fase) Perceba que ao dividirmos 365 por 7 obtemos resto 1, portanto ao
dividirmos 366 por 7 obtemos resto 2. Em outras palavras, se o resto dessa divisao fosse
zero, entao o proximo ano comecaria no mesmo dia da semana, e como num ano regular
temos resto 1, temos que o ano seguinte comeca no dia da semana seguinte. E verdade
que 14 de junho de 2008 é um sabado. Logo 14 de junho de 2009 serd um domingo, de
2010 serd uma segunda-feira, de 2011 serd uma terga-feira, de 2012 (que é bissexto) sera
uma quinta-feira, de 2013 serd uma sexta-feira e, finalmente, de 2014 serd um sabado.
Portanto a proxima vez que o dia 14 de junho serd num sdbado e acontecera daqui a 6
anos.

(OBM 2% Fase) O quociente da divisao de 102 por 3 é 34, de 1002 por 3 é 334, de
10002 por 3 é 3334, etc. Assim, o quociente da divisdo de 10...02, com vinte algarismos
zero, por 3, é igual a 33...34, com vinte algarismos trés. Logo a soma dos algarismos do
quociente é 20 x 3 + 4 = 64.

(OBM 1% Fase) Como 365 dividido por 7 dé quociente 52 e resto 1 e 366 dividido por
7 d4 o mesmo quociente e resto 2, em um ano, bissexto ou nao, hd no maximo 53
domingos. Um meés tem entre 28 = 4 x 7 e 31 = 4 x 7+ 3 dias, entdao todo més tem
4 ou 5 domingos. Como 53 dividido por 12 d4 quociente 4 e resto 5, hd no méximo 5
meses com 5 domingos. Um exemplo de ano com cinco meses com cinco domingos é um
iniciado no domingo.

(OPM Fase Final)

a) Fazemos primeiramente para obtermos quociente 909 e resto 1. Isso significa

que 909 x 11 = 9999 se somarmos 11 teremos 909 x 11 + 11 = 9999 + 11, ou seja,
910 x 11 = 10010 que é um multiplo de 11.

b) Comecemos pelo menor nimero de trés algarismos distintos que é 10234, a partir
dele utilizamos a ideia do enunciados do critério de divisibilidade por 11, aumentando
sempre o algarismo das unidades de 1 em 1 para ver se funciona. 4 —3+2—-0+1
até 9 — 3+ 2 — 0+ 1 nao terd efeito, mudamos a casa das dezenas para 4 e a unidade
corretamente para perceber que 3 —4+2 —-04+1até 9 —4+4+2— 0+ 1 nao terad
efeito. Utilizamos essa ideia até chegarmos em 3 —6 + 2 — 0+ 1 que dara zero. Logo
o nimero pedido é 10263. Outra maneira de fazer o problema é tomar o nimero
10200 e ver o multiplo de 11 mais proximo, a partir dai ir somando 11 e ver quando
os cinco digitos sao distintos.

(OBM 2* Fase)

a) Os divisores positivos de 9 menores que 9 sdo 1 e 3, logo o selo do ntimero 9 é o par
(2;4).

b) Observe que todo nimero inteiro positivo tem 1 como divisor. Como o nimero que
estamos procurando tem apenas dois divisores menores que ele, 1 terd que ser um

desses divisores e como a soma dos dois divisores é 3, entao o outro divisor deve ser
2. Como nao ha outros divisores, entao o nimero que procuramos é uma poténcia

10
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0

de 2, e para ter apenas dois divisores menores que ele proprio, entao o nimero deve
ser 4.

Seja n um numero com selo (6;m). n possui 7 divisores contando com ele préprio,
logo a tnica possibilidade é que ele seja da forma pb, com p primo, e m é igual a
14+ p+p?+---+p°. Para que m seja minimo, p terd que ser minimo, logo p = 2 e
m=14+2+224...+2°=63.

15) (OPM Fase Inicial)

2)

Partimos do 0 e seguimos por 4 flechas pretas até 4. Seguimos uma flecha branca
até 5 e depois por 2 flechas pretas até 0. Seguimos uma flecha branca até 0 e depois
por 8 flechas pretas até 1. Seguimos uma flecha branca até 3 e depois por 8 flechas
pretas até 4, que é o resto da divisao de 4288 por 7.

Partimos do 0 e seguimos por 1 flecha preta até 1. A partir de agora, seguiremos
apenas por flechas brancas, num total de 2010 passos: de 1 a 3, de 3 a 2, de 2 a 6,
de 6 a4,de 4 ab edal Noteagora que cada 6 passos seguidos que executarmos
nos levara de volta ao 1. Como 2010 é multiplo de 6, ao final dos passos chegaremos
no 1, e esse é o resto da divisao de 102010 por 7.

16) (OPM Fase Final) Temos y/n = 290,8. .., portanto comegamos com x = 291. A tabela
a seguir resume os calculos

2

T s —n
291 94
292 677
293 1262
294 1849

Veja que, como um quadrado perfeito nao pode terminar em 2 ou 7, somente o primeiro
e o ultimo valores devem ser verificados. Apenas o 1ltimo é um quadrado perfeito:
1849 = 432. Logo

n = 294% — 43% = (294 — 43)(294 + 43) = 251 - 337

17) (OPM Fase Inicial)

2)

b)

Aplicando o critério apresentado, sendo x o valor do algarismo néao dito a Benjamini,
temos que (5+ 2+ 2+ 4) — (5+ 0+ 3) deve ser um miultiplo de onze, ou seja,
11 4+ x — 8 = 3 + x deve ser um multiplo de onze. Como z é um algarismo, x = 8.

Aplicando novamente o critério, sendo x o valor do algarismo nao dito a Benjamini,
temos que (4 +0+ 8 +6) — (8 + =z + 0) deve ser um multiplo de onze, ou seja,
18 =8 —z = 10 — = deve ser um miltiplo de onze. Como x é um algarismo, os
possiveis valores de 10 — x sao os nimeros de 1 a 10, e nao ha multiplos de 11 nesse
intervalo. Como o resultado deve ser multiplo de onze, nenhum dos possiveis valores
de z pode ocupar o lugar de “Descubra!” e, portanto, o convidado errou uma conta.

18) (OPM Fase Final)

11



