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POLOS OLIMPICOS DE
TREINAMENTO INTENSIVO

d

Problemas Resolvidos

Nivel 3

Desigualdades 1

Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel



Problemas

1 Desigualdades Basicas

Problema 1. Sejam a, b, ¢ e d reais positivos.
Suponha que 7 > 7. Prove que
a+b_c+d

> —.
b — d

Problema 2. Suponha que 0 < b < a < 1.
Prove que
1—ab

> 1.
a—>

Problema 3. Mostre que 22442 +1 > xy+a+y,
quaisquer que sejam x,y € R.

Problema 4. Encontre todos os pares (z,y) de
nuameros reais que satisfazem

(42% + 4z + 3)(y* — 6y + 13) = 8.

Problema 5. Sejam z, y e z reais positivos.
Prove que

(zy + yz + 2x)? > 3zyz(z + y + 2).

2 Desigualdade das Médias

Problema 6. Sejam a e b reais positivos. Prove
que

a b
— 4+ = > 2.
b+a_

Quando a igualdade se verifica?

Problema 7. Sejam a e b reais positivos. Prove
que

a’® + b? S (a—l—b)?.
2 - 2

Problema 8. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Mostre que

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Problema 9. Prove que, dentre todos os
retangulos com o mesmo perimetro p, o qua-
drado é o que possui a maior area.

Problema 10. Prove que, dentre todos os
tridngulos com o mesmo perimetro p, o triangulo
equilatero é o que possui a maior area.

3 Desigualdades Homogéneas

Problema 11. Mostre que as médias aritmética
e geométrica sao homogéneas de grau 1.

Problema 12 (IMO - adaptado). Sejam z, y
e z numeros reais ndo-negativos satisfazendo
x4+ y+ 2z =1. Prove que

0 <zy+yz+ zzx—2zy2.

Problema 13 (Nesbitt). Sejam a, b e ¢ reais
positivos. Demonstre que

a . b . c >§
b+c c+a a+b 2

4 Desigualdade de Cauchy-
Schwarz

Problema 14. Sejam ay, ..., a, reais positivos.

Prove que

1 1
(a1+-~+an)(+---+> > n?.

ai Gn

Problema 15. Sejam a,b,c > 0. Prove que

2 2 2 9
+ + > .
a+b b+c c+a  a+b+c




Problema 16. Sejam aq,...,a, € by,...,b, re-
ais positivos. Prove que

\/(a1+b1)2++(an+bn)2§
\/a§+---+a$l+\/b§+---+bg.

Problema 17 (Ird). Sejam a, b e c reais mai-
ores do que 1 tais que % + % + % = 2. Prove
que

Va+b+e>vVa—1+vVb—1+Ve—1.

5 Desigualdade do Rearranjo

Problema 18. Sejam a1, ao, . . ., a, nimeros re-
ais. Prove que

2, 2 2
aj+az+---+a, > ajastasaz+- - -+ap—1an+anan.

Problema 19. Sejam a, b e c¢ reais positivos.
Prove que

2a+2b+20>1+1+1
(b+¢)? (c+a)? (a+b)? " a+b b+c ct+a

Problema 20. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Prove que
ad A3

—_— t — = > b .
bc+ca+ab_a+ te



Solucoes

[SUISH

1. O objetivo deste problema era exercitar a manipulagao de desigualdades, apenas. Como % =1=

a—l—b>c+d a+b_§>c+d_§
b — d b b~ d d
a+b—-b_ c+d-d
>
b - d
e >°
b~ d

2. Outro problema para exercitar a manipulacao. Como a — b > 0,

1—ab
a—>5

>l <= 1l—-ab>a—-b <= 1—ab—a+b>0.

Agora, é s6 fatorar: temos 1 —ab—a+b=(1—a)(1+b). Comol—a>0el+b> 0, concluimos
que a desigualdade original se verifica.

3. E uma mera questao de enxergar os quadrados:

2@ +y2+1) =2y +a+y) = (2% +y? - 2wy) + (22 +1—22) + (y* + 1 - 2y)
=@—y’+@-1>+(@y—-1>%

Sendo soma de quadrados, 2(x? + y? + 1) — 2(zy + = + y) é maior que ou igual a zero. Assim,
222 +y?+1) > 2@y +x+y), isto é, 22+ + 1> ay +x +y.

4. Observe que 422 +4rx+3 = (22 +1)2+2, e y?> — 6y + 13 = (y — 3)2 +4. Assim, 4o? +42+3 > 2, ¢
y? — 6y + 13 > 4. Para que o produto das duas expressoes seja exatamente 8, precisamos ter igualdade
nas duas desigualdades. Assim, precisamos ter 2z +1 =0 < z = —%, ey—3=0 <= y=3.
Logo, o tinico par de nimeros reais que satisfaz a condicao dada é (—%, 3).

5. A chave é observar que, se a = zy, b = yz e ¢ = zx, entdo ab + bc + ca = xy’z + zyz® + 22yz =
ryz(x+y+ 2). Por que isso resolve o problema? Como mostramos em aula, a? 4 b? +c?> > ab+bc+ca,
quaisquer que sejam a, b e ¢ nimeros reais. Assim,

(zy +yz + z2)? = (a + b+ ¢)?
=a® +b* + ¢ +2(ab+ be + ca)
> 3(ab + bc + ac) = 3zyz(zy + yz + 2x).

a b
>24/=-==2.
- b a

A desigualdade se verifica quando § = 2, isto é, quando a? = b* <= a = b (veja que, como os
numeros sao positivos, a igualdade entre os seus quadrados implica a igualdade entre eles).

6. Pela desigualdade das médias,
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7. Basta manipular:

a2+b2>(a+b>2 a2+b22(a+b)2

2 2 2 4

a® + b? S a® + b% + 2ab
2~ 4

2(a® + %) > a® + b* + 2ab

a2+b222ab.

[

Essa af é exatamente a desigualdade das médias aplicada a a? e b.

8. Pela desigualdade das médias, a +b > 2vab, b+ ¢ > 2Vbc e c 4+ a > 2y/ca. Multiplicando as
desigualdades, obtemos (a + b)(b + ¢)(c + a) > 8abe.

9. Se um retangulo de perimetro p possui lados de medidas a e b, entdo 2a + 2b = p, e a area do
retangulo é igual a ab. Pela desigualdade das médias,

e e ws (- ()< ).

ou seja, a area do retangulo é menor que ou igual a %. Também pelo teorema da desigualdade das
médias, a igualdade pode ocorrer, e ocorre exatamente quando a = b. Portanto, dentre todos os
retangulos de perimetro p, o quadrado (aquele em que os lados sdo iguais) é o de maior drea - e esta
area é exatamente igual a ’1’—2.

10. Consideremos um triangulo de perimetro p, e chamemos as medidas dos seus lados de a, b e c e
a sua area de A. Pela definigdo do perimetro, a + b+ ¢ = p. Utilizaremos a Fdérmula de Heron para a
area de um triangulo:

= BG-G9

Pela desigualdade das médias,

(o) (5 -0)(5-o) = () = (3) = (5)
3 2
= \/g'%ﬂzlf\/i

A igualdade ocorre quando temos igualdade na desigualdade das médias. Pelo teorema da desi-
gualdade das médias, isso acontece exatamente quando § —a = § —b = £ — ¢, ou seja, exatamente
quando a =b=c.

Portanto, dentre todos os triangulos de perimetro p, o equilatero (aquele em que os lados sao todos

[\

Assim,

s

2
iguais) é o que possui a maior area - e esta drea ¢ igual a #\/g'

11. Sejam ay,as, ..., a, nimeros reais positivos. A média aritmética é a quantidade

artazx+---+ay
- .



Se t é um ndmero real positivo, entao a média aritmética de tay, tas,...,ta, é

tal—i-tag—i—‘--—i-tan_t<a1+a2+--~+an)

n n

que é exatamente t vezes a média aritmética de ay, as,...,a,. Assim, a média aritmética é uma fungao
homogénea de grau 1.

Por outro lado, a média geométrica de aq,ao, ..., a, é a quantidade
a1ag - - Qp.
Se, mais uma vez, t é um numero real positivo, entao a média geométrica de tai,tas,...,ta, é
V(tar)(tag) - - - (tay) = t3/araz -~ an,
que é exatamente ¢ vezes a média geométrica de aq,as,...,a,. Dessa forma, a média geométrica

também é uma funcao homogénea de grau 1.

12. Vamos homogeneizar! Como x +y + z =1,
0<zy+yz+zx—2xyz < 2zyz <ay+yz+zrx < 2zyz < (zy+yz+ zzx)(x + y + 2).

Mas
(zy +yz + zx)(x +y + 2) = 3zyz + 2%y + vz + 220 + xy® + y2? 4 22t

Como os nimeros sdo nao-negativos, xyz + 2y + y*z + 22w + xy? + y22 + 222 > 0. Assim, 3zyz +
22y + 2z 4+ 22z 4+ 2y? + y2® + 22? > 2292, e a desigualdade estd provada.

13. Como a desigualdade é homogénea, podemos supor, sem perdas, que a + b+ ¢ = 1. Assim, a
desigualdade se transforma em

a n b . c >§
l—a 1=b 1—¢ 2
Para todo ntimero real x,
HERDIET:
4\3 7 ’
isto é,
&ﬁ+1 3z>0 L 922 1 v 9 1
—_— - - — = > —— - — = - = —_ -
4 4 2 — - 2 4 4 11—z~ 4

Aplicando essa desigualdade a a, b e ¢ e somando, obtemos

a b c 9 3 9 3
> = 2=
e tiptioezgletbtd—g=0-171=3

. S . . - 2
P.S.: Curioso para saber de onde saiu a ideia de considerar a estranhissima expressao %(% — $) ?
2 . . . . .
O (% — x) veio do fato de que a desigualdade do enunciado é uma igualdade quando a = b =c = %
Assim, todas as desigualdades que utilizarmos na solugdo devem se reduzir a uma igualdade nesse

caso. A aparicao do % fica como tarefa para vocé investigar.



14. Como os numeros sao todos positivos, podemos trabalhar com as raizes deles. Aplicando a
. R A 1 1
desigualdade de Cauchy-Schwarz as sequéncias /ai, ..., /a, € Jar o o obtemos

= 7’L2.

(a1+'--+an)<al+---+1> 2(\/@.L+...+\/@.

1 2
1 (279 \/ a1 ,/an>

15. Fracdes em uma desigualdade? Lema de Titu! Aplicando o lema &s sequéncias (v/2,v/2,v2) e
(a+b, b+ ¢, c+ a), obtemos

2 N 2 2 (3v2)2 9
a+b b+c c+a 2a+b+e) a+b+tc

16. Como estamos lidando com nimeros reais positivos, podemos elevar ambos os lados da desigual-
dade ao quadrado. Vemos, com isso, que ela é equivalente a

ai +2a1by +b7 + - +aZ +2anb, + b2 ga§+~--+ai+b%+---+bi+2\/a%+~-+ag\/b%+---+bg.

Cancelando os termos repetidos, ficamos com

2a1b1+-~+2anbn§2\/a%+---+a%\/b§+---+b%,

que é equivalente a

a1b1+---+anbn§\/a%+-~+a%\/b%+~--+b%.

Esta tultima desigualdade se verifica porque é Cauchy-Schwarz aplicada as sequéncias ay,...,a, €
bi,...,b,. Portanto, a desigualdade do enunciado da questao também se verifica.

17. E uma tnica aplicagdo de Cauchy-Schwarz, mas encontrar a aplicacao perfeita nao é tao simples
assim. Utilizaremos as sequéncias (v/a, Vb, \/c) e (\/ 1-— %, \/ 1-— 1 \/ 1-— %) Aplicando Cauchy-

Schwarz, ficamos com

1 1 1
\/a—i-b—i-c-\/l——l—l—b—i-l—Zx/a—1+\/b—1+\/c—1.
a C

1,11 _
Como 7 + 3 + ¢ =2,

1 1 1
\/a+b+c~\/1—+1—b—|—1—:\/a—l-b—l-c,
a c

e o problema esta resolvido.

18. Esta é uma simples aplicagao do teorema da desigualdade do rearranjo: sejam quais forem as
relagoes de grandeza entre os numeros da sequéncia ai,ao,...,a,, a soma dos quadrados deles é
a maior soma possivel dentre as que obtemos quando dividimos todos os nimeros em pares, cada
nimero aparecendo em exatamente dois pares, exatamente uma vez em cada um, ou exatamente em
um par, duas vezes, e somamos os produtos de cada par.

Em outras palavras, quando aplicamos a desigualdade do rearranjo as formas ordenadas das
sequéncias (a1,asz,...,an) € (ai,as,...,a,), vemos que a maior soma dentre as que a desigualdade
considera é a? + a3 + - -+ + a2. Em particular,

2, .2 2
aj +a3+---+a;, > ajaz +azxaz + -+ ap—1a, + apay.



19. Como a desigualdade é simétrica em a, b e ¢, podemos supor que
a>b>ec.

Dessa forma, teremos
1 S 1 S 1
(b+¢)? = (¢c+a)? = (a+b)?

Pela desigualdade do rearranjo, segue entao que

a b c b c a

brer T erar T ar02 2 o2 T erar T latop

a b c c a b

(bt (eva®  (@tb2 = b+  (c+a®  (atb?

Somando as duas desigualdades, ficamos com

2a 2b 2c b+c c+a a+b 1

1

1

612  cxal @r0Z - b+ (eraP (@tb? bac

20. Como a desigualdade é simétrica em a, b e ¢, podemos supor, sem perdas, que a > b > ¢. Temos,

entao,

b
— >

2 2 2 c
a“>b">c e —.
- = bc — ca ~ ab

Por rearranjo, isso implica

3 b2 3 c

C bl e 0 b b
bc ca ab ca ab be ¢ a b’
Mas
1 1 1
ab>bc>ca e —> - > —,
c b a
donde
ab  bec ca 1 1 1
—+ =4+ —>ab-—+bc-—+ca-—=a+b+c
c a b b c a

Dessa forma,
ad b 3
—+—+—>at+b+c
bc  ca ab

_|_
c+a

a+b

Material elaborado porValentino Amadeus Sichinel



