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Equacoes Diofantinas IlI

Ja estudamos as equacoes diofantinas lineares e equagoes em que alguma fatoracdo conveni-
ente poderia facilitar a busca por solucoes. Nesta aula, estaremos interessados em encontrar
modulos convenientes para analisar os termos de uma equagao.

Exemplo 1. Encontre todas as solucées em inteiros da equacdo x> — Ty = 1004.

Analisando os restos na divisao por 7, obtemos z? = 3 (mod 7). Entretando, os tinicos

inteiros que sao restos de quadrados perfeitos na divisao por 7 sdo 0,1,2 e 4. Como
3 =1004 (mod 7) nao faz parte dessa lista, ndo existem soulgoes inteiras para a equacao.

Exemplo 2. Encontre todas as solucdes em inteiros da equacdo x3 + 98y> + 5 = 0.

Analisemos os possiveis restos de 3 (mod 7) fazendo uma tabela dos restos correspondentes

de z e x°:
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Como os tnicos restos possiveis sao 0,1, —1 (mod 7), o lado esquerdo da equagao sé pode
deixar resto 5,6,4 (mod 7). Como o resto do lado direito nao faz parte dessa lista, nao
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existem solugoes em inteiros.

Exemplo 3. Prove que a equacio x* = 3y> + 8 ndo possui solucées em inteiros = e y.

Analisando o resto na divisdo por 3, obtemos 2 = 2 (mod 3). Como os tinicos restos de
um quadrado por 3 sao 0 e 1, nao existem solugoes em inteiros.

Nos proximo problema, usaremos congruéncias para encontrarmos informacoes sobre as
incégnitas envolvidas nos expoentes e buscaremos alguma fatoracao apropriada para reduzir
o problema a resolucao de um sistema de equagoes.

Exemplo 4. Encontre todas as solu¢des em inteiros positivos da equagao 3™ + 7 = 2"
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Analisando o resto médulo 3 do lado esquerdo, podemos concluir que 2" = 1 (mod 3).
Como 2" = (—1)" (mod 3), concluimos que n é par, ou seja, n = 2k, para algum k € N.
Assim, como o lado direito é miltiplo de 4, podemos concluir que:

3" = =7 (mod 4)
(=)™ = 1 (mod 4)

Logo, m é par, ou seja, m = 2t, para algum ¢ € N. Usando diferenca de quadrados,
podemos escrever:

7= (2% — 3h)(2F + 3).

Como 7 é primo, temos as seguintes opgoes:

T=2"43 = 28-3'=1
1=2F43 = 2F _3t=7

Em ambos os casos, 8 = 28! ¢ daf k = 2. Substituindo nas equacdes, obtemos solucio
apenas no primeiro caso com t = 1. Assim, (m,n) = (2,4).

Exemplo 5. Encontre todas as solu¢des em inteiros positivos da equacdo 3 - 2™ 4+ 1 = n?.

Analisandoa equagao médulo 3, n? = 1 (mod 3) e assim, n = 1 (mod 3). No primeiro
caso, se n = 3k + 2, temos 3-2™ + 1 = n? = 9k? + 12k + 4 e daf 2™ = (3k + 1)(k + 1).
Como o lado esquerdo possui apenas um fatores 2, temos 3k +1 = 2¢, k+1 = 2/ com
j <i.Daf, 3-2/ —2" =2. Se j =1, temos 27! = 2 e consequentemente i = 0 produzindo
kE=0e (m,n)=1(0,2). Se j < i, temos j = 1 pois o lado esquerdo possui um unico fator
2 e por conseguinte, i = 2, (m,n) = (3,5). No segundo caso, quando n = 3k + 1, é tratado
analogamente produzindo apenas a nova solugao (m,n) = (4, 7).

2

Exemplo 6. Encontre todas as solugdes da equacdo = — xy +y = 3 em inteiros x,y.

Fixado o valor de y, podemos encontrar os valores de x usando a férmula de Baskara. Como
x é inteiro, o discriminante y? — 4(y — 3) = (y — 2)? + 8 deve ser um quadrado perfeito,
digamos z2. Assim,

P-y-2=(G-y+2(z+y—2) =8

Como z—y+2 e z+y—2 possuem a mesma paridade, o produto anterior dever (£2)-(+4).
Em qualquer caso, somando ambos os termos, obtemos 2z = £6 e z = £3. Logo, y—2 = *1.
Substituindo os valores de y na equacgao original, obtemos os valores correspondentes para
x. As solugoes sao: (x,y) = (2,1),(—1,1),(0,3),(3,3).

Exemplo 7. (Hungria 1969) Seja n um inteiro positivo. Prove que se 2+2v/28n? + 1 € um
inteiro, entao € um quadrado perfeito.
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Necessariamente /2812 + 1 deve ser racional e para isso 28n? + 1 deve ser um quadrado
perfeito. Assim,

280 +1 = ¢
t—1 t+1
m = (— ) —
¢ = () ()
t—1 L
ou que 7 | — No primeiro caso,
t+1 t—1
2
1 = P R
e - (50) ()

Além disso, como mde((t —1)/2,(t+1)/2) = 1, existem a e b tais que

Como 7 é primo, 7 |
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Dai, 7a®> —b?> = 1 e b*> = —1 (mod 7). Como quadrados perfeitos s6 podem deixar restos

0,1,2,4 (mod 7), esse caso nao gera solugoes. No segundo caso,
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Logo, 2 +2v/28n% + 1 =24 2t = 24 2(2¢* — 1) = (2a)*.

Exemplo 8. (Reino Unido 1996) Encontre todas as solugoes em inteiros nao negativos
Y, 2 da equacdo:
2 43V =27,

Se y =0, entdo 2 = 22 — 1 = (2 — 1)(z + 1). Analisando a fatoracio em primos, existem
i,7, com i > j, tais que 2+ 1 =2 e 2 — 1 = 2/. A diferenca das duas equacdes produz
2 =20 -2/ = 2/(2=7 —1). Como o lado esquerdo possui apenas um fator 2, j = 1 e
i —j = 1. Nossa primeira solucio encontrada é (z,y,2) = (3,0,3). Se y > 0, 2% = 22
(mod 3). Como 2% = +1 (mod 3) e 22 = 0,1 (mod 3) temos, 2% = 22 = 1. Isso implica
que x é par, ou seja, x = 2m. Fatorando, obtemos:

L — 252 o 22m

— (-2 (z427)

Novamente, analisando a fatoracdo em primos, existem [ e k, com [ < k, tais que z — 2™ =
3L,z +2m = 3F. A diferenca das duas equacdes produz 2mF! = 3!(3*~/ — 1). Novamente
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analisando a fatoracdo em primos, [ = 0 e 27t = 3% — 1. Se m = 0, temos k = 1 e
(z,y,2) =(0,1,2). Se m >0,

38 = 1 (mod 4)
(-1)* = 1 (mod4).

e devemos ter k par, ou seja, existe t tal que k = 2t. Fatorando novamente, 2! =
(3% —1)(3* + 1). Escrevendo 3¥ +1 = 2P e 3¥ — 1 = 29, temos 2 = 29(2"7 — 1). Veja
que ja tratamos essa equacao no inicio e assim podemos concluir que ¢ =1ep—qg = 1.
Produzindo a solugao (z,y, z) = (4,2,5).

Nos préximos dois problemas, contruiremos solucoes indutivamente.

Exemplo 9. (Bulgdria) Prove que para qualquer nimero natural n > 3, existem nimeros
naturais impares T, € Yy, tais que 7:6721 + y?L =27,

Para n = 3, basta tomar x1 = y; = 1. Suponha que tenhamos encontrado xj e y; impares,
satisfazendo
Tri 4y = 2k

Um dos numeros (x + yx)/2, (zx — yx)/2 é impar e assim podemos escolher um deles de
modo a satisfazer o enunciado para k + 1:

AN o F e\’
7<2> —|—< 5 >:2(7$z+yi):2k+1.

Exemplo 10. Mostre que existe uma sequéncia infinita de inteiros positivos ay,as, ... tais
que a3 + a3 + ...+ a2 ¢é um quadrado perfeito para todo n natural.

Definamos a; = 3. Suponha que a sequéncia ja esteja definida para aq,as,...,ar com
ad4ai+... +ai=2t+1)>2%

Vejamos que podemos definir o préximo termo de modo que a soma de todos os primeiros
k + 1 termos ao quadrado ainda seja um quadrado perfeito de um inteiro impar. Basta
fazer apy, = 2t> + 2t. Veja que:

ai+a3+...+ai+ai, = (2t+1)%+ (2t +2t)?
(262 + 2t +1)%

que é novamente o quadrado de um impar.

Problemas Propostos

Problema 11. Encontre todas as solugdes em inteiros x,y, z,t da equacdo:

224y + =8t 1.
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Problema 12. Encontre todas as solucdes em inteiros positivos da equacdo

1 1 1
-+-+-=1
a b ¢

Problema 13. Encontre todas as solu¢des em inteiros de x* — 3% — 1988

Problema 14. Mostre que para todo inteiro z, existem inteiros x e y satisfazendo x> —y? =

zd

Problema 15. Encontre todas as solugées de 1 + x + 2> + x3 = 2Y em inteiros positivos =
ey.

Problema 16. Mostre que a equacdo diofantina 5m? — 6mn + Tn? = 1988, ndo possui
solu¢ao nos inteiros.

Problema 17. (Rissia 1996) Sejam x,y,p,n, k nimeros naturais tais que

Prove que se n > 1 é impar, e p é um primo impar, entdo n é uma poténcia de p.
Problema 18. (Russia 1997) Encontre todas as solugdes inteiras da equagdo
(% —3)* =1 + 16y.

Problema 19. (OBM 2009) Prove que ndo existem inteiros positivos x ey tais que x> +y° =
92009

Apéndice: A conjectura de Catalan

Em alguns dos problemas anteriores, nos deparamos com a questao de encontrarmos duas
poténcias perfeitas consecutivas nao triviais. As unicas solu¢ées que apareceram foram
23 = 8¢ 32 =9. Em 1844, Eugene Catalan conjecturou que essa seria a tnica solucdo.
Recentemente, tal conjectura se mostrou verdadeira atraves do:

Teorema 20. (Mihalnescu - 2002)Eziste uma tnica solugdo nos nimeros naturais de

com z,a,y,b>1 que é (x,y,a,b) = (3,2,2,3).

Problema 21. Encontre toda as solugdes em inteiros positivos da sequinte equagdo diofan-
tina:
2y2 =zt



