POLOS OQOLIMPICOS DE
TREINAMENTO INTENSIVO

Problemas Resolvidos

Nivel 2

Divisibilidade 1



Problemas

Problemas

Problema 1.

Problema 2.

Encontre os inteiros que, na divisao por 7, deixam um quociente igual ao resto.

Determinar os ntimeros que divididos por 17 ddao um resto igual ao quadrado do quo-

ciente correspondente.

Problema 3.

(OCM 1994, adaptado) Seja A = 777...77 um nimero onde o digito 7 aparece 1001

vezes. Determinar o resto da divisdo de A por 1001.

Problema 4.

Problema 5.
da resto 28.

Problema 6.

Problema 7.

Problema 8.

Problema 9.

Encontre um inteiro que deixa resto 4 na divisao por 5 e resto 7 na divisao por 13.

Encontre o menor inteiro positivo que, dividido por 29 deixa resto 5, e dividido por 31

Prove que, para todo inteiro positivo n o niimero n® — 5n3 + 4n é divisivel por 120.
Prove que o nimero 199 + 299 4 39 4 499 4 599 ¢ miiltiplo de 5.
Mostre que o nimero 1" + 8" — 3" — 6™ é muiltiplo de 10 para todo natural n.

Encontre o resto da divisdo de 37'9 — 1 por 11.

Problemas que usam fatoracao

Problema 10

Problema 11.

Problema 12.

Problema 13.

é um inteiro.

Problema 14.

. Prove que 2222555 4 55552222 ¢ divisfvel por 7.

Encontre o tltimo digito de 19891989
Mostre que se n divide a, entao 2" — 1 divide 2% — 1.

(Cone Sul 1996) Prove que o ntimero

1995 - 19971996 _ 1996 - 1997199 1 1
19962

Mostre que para n impar, n divide 1" 42" 4 ---(n — 1)™.



Solucoes

1. Se um numero inteiro n deixa resto igual ao quociente na divisao por 7, entao ele pode ser escrito
como n = 7q + ¢, onde o quociente e o resto sao representados por ¢q. Como ¢ é resto na divisao por
7 ele deve satisfazer 0 < ¢ < 7. Note que n = 8¢ e, considerando todos os possiveis valores de g,
encontramos que os possiveis valores de n sao 0,8, 16,24, 32 e 48.

2. Os ntmeros inteiros n que estamos procurando devem satisfazer n = 17¢+¢?, onde 0 < ¢? < 17 ou,
equivalentemente, —4 < ¢ < 4. Note que n pode ser inteiro negativo. Considerando todos os possiveis
valores de ¢, obtemos que os possiveis valores de n sao —52, —42, —30, —16, 0, 18, 38, 60 e 84.

3. Note que 10° deixa resto 1 na divisdo por 1001, logo, para qualquer inteiro positivo k, temos que
10%% também deixa resto 1 na divisdo por 1001. O maior multiplo de 6 que é menor que 1001 é 996.
Vamos escrever A como

1 996_1
A=17x (11111 x 109 4+ 09>.

Ent&o o resto da divisao de A por 1001 serd o mesmo resto da divisdo de 7 x 11111 por 1001, que é
igual a 700.

4. Um numero inteiro n que satisfaz as condigoes do problema pode ser escrito como n = bq; + 4 e
como n = 13¢2+ 7, onde ¢ e g2 sao os respectivos quocientes da divisao de n por 5 e por 13. Somando
6 nos dois lados das duas igualdades, temos n + 6 = 5(q1 + 2) = 13(¢2 + 1). Entao n + 6 é divisivel
por 5 e por 13. Podemos escolher, por exemplo, n + 6 = 5 - 13, o que daria n = 59.

5. Um numero inteiro n que satisfaz as condigées do problema pode ser escrito como n = 29¢; + 5
e como n = 31lgs + 28. Entao q; e g9 satisfazem 29¢; = 31¢2 + 23, o que que dizer que 29¢; deixa
resto 23 na divisdo por 31. Testando, encontramos que o menor inteiro positivo ¢; que satisfaz essa
condicao é ¢ = 4. Entaon =29-4 + 5 = 121.

6. Usaremos uma fatoragao:

n® — 5n3 +4n—n((n4fn) (4n? — 4))
(2 — 1) — d(n* — 1))
— (= 1)(n? — 4)
=n-2)(n—Dnn+1)(n+2).

Temos entdo que n® — 5n3 + 4n é o produto de 5 niimeros inteiros consecutivos. Pelo menos um
deles serd multiplo de 5, também pelo menos um deles serd multiplo de 3. Veja também que entre 5
numeros consecutivos sempre haverd pelo menos dois niimeros pares consecutivos, portanto, um deles
serd multiplo de 4. Isso garante que o produto dos 5 nimeros sera divisivel por 8. Entao temos que
n® — 5n3 + 4n é divisivel por 5 - 3-8 = 120.

7. Como 5% ¢ divisivel por 5, descartamos este termo no nosso analise. Observe que 14,24 3% e 44
deixam resto 1 na divisao por 5. Vamos escrever 99 = 3 + 4 - 24. Entao, para a = 1,2,3 e 4, temos
que a”? deixa o mesmo resto que a® na divisdo por 5. Com isso, temos que basta encontrar o resto na
divisao por 5 de 13 4 23 4+ 3% + 43, que é 0 mesmo resto na divisdo por 5 de 1 4+ 3 + 2 + 4, que é igual
a 0.



8. O ntmero em questao é miltiplo de 2, pois é a substragao dos niimeros impares 1™ + 8" e 3" 4+ 6".
Basta ver que ele também é multiplo de 5. Veja que 8 deixa resto 3 e que 6 deixa resto 1 na divisao por
5. Entao, na divisao por 5, o nimero que estamos analisando deixa o mesmo resto que 1" +3"—3"—1",
que é igual a 0.

9. Veja que 37 deixa resto 4 na divisdo por 11. Basta encontrar o resto de 4'° — 1 na divisdo por 11.
Observe que 4° = 1024 deixa resto 1, logo 4'9 = 452 também. Isso mostra que 4'0 — 1 é divisivel por
11.

10. Na divisdo por 7, 2222 deixa resto 3 e 5555 deixa resto 4. Nos resta mostrar que 3% 4 42222

é divisivel por 7. Veja também que 3° deixa resto 5 e que 42 deixa resto 2 na divisdo por 7. Basta
mostrar entdo que 511 4 211 & divisivel por 7.
Usaremos a seguinte fatoragao: se n é impar, entao

2_

"+ yn — ($ + y) (xn—l o 33”_23/ + 33"_33/ o nyn—S _ :L,yn—Q + yn—l) ) (1)

Fatorando 5111 4+ 21111 dessa mesma forma, vemos que aparece o fator 5+ 2 = 7, o que conclui a

nossa prova.

11. Veja que 1989989 = 1989 - (19892)994. O ntmero 19892 termina em 1, logo o tltimo digito de

(19892)994 também é 1. Concluimos que o tltimo digito de 1989989 ser4, 9.

12. Usaremos a seguinte fatoracao:
"=yt =(x—vy) (x"fl + 2" 2y 4" 3y 4+ Py R y”fl) . (2)
Como n divide a, escrevemos a = nk para um certo k inteiro. Logo
20 1= -1
=(2"—1) (2"(’“*1) 4 on(k=2) 4 oon(k=3) | 4 920 4 gn 1) ,

0 que conclui a prova.

13. Escrevemos a = 1996 e a expressao do exercicio fica:

(a—1)(a+1)*—ala+1)*1+1
5 :

a

Faremos algumas manipulacoes algébricas no numerador:
(a—1)(a+1)—afa+1)* 1 +1=(a®>-D(a+ 1)t —ala+1)* 141
=ad*(a+ 1) —(a+ 1) —a(a+ 1)1 +1
=d*(a+ 1)t = ((a+1)2—1).
Basta mostrar que (a + 1) — 1 é divisfvel por a?. Usaremos a fatoragio (2):
(a+1)—=1=(a+1-D)((a+ )" P +(@+1)* 2+ (@a+1)* 3+ -+ (a+1)*+(a+1)+1).

O primeiro fator no lado direito da igualdade acima é exatamente a, e o segundo fator é a soma de a
termos que deixam resto 1 na divisao por a, logo serd também divisivel por a. Portanto, o produto
serd divisivel por a2, como querfamos mostrar.



14. A expressao 1" +2" +---(n—1)" é a soma de n — 1 termos. Como n — 1 é par (pois n é impar),
podemos agrupar em pares os termos da soma que estamos estudando. Faremos isso da seguinte forma:

420 (= )" = [ (= 1) 20 (0= 2) e 6 (0= R,

n—1

~ . n—
onde k = Acabamos de escrever a expressdo acima como soma de termos da forma

[@" + (n —a)"], onde a = 1,2,... 251,
Vamos mostrar que cada um dos termos da forma [a™ + (n —a)"] é divisivel por n. Para isso, como
n é impar, podemos usar a fatoracao (1):

a"+(n—a)" = (a—l—n—a)(a”_l —a”_Q(n—a)+an_3(n—a)2—- . ~+a2(n—a)”_3—a(n—a)”_2+(n—a)"_1).

O primeiro termo da fatoracao acima é exatamente n, o que mostra que a” + (n — a)™ é divisivel por

n. Como isso vale para todo a = 1,2, ... "T_l, concluimos a prova.



