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Digitos e Sistema Decimal - Aula 04

Nesse material vamos trabalhar com digitos, algarismos e o sistema decimal. Considere
por exemplo o niimero 2373, podemos escreve-lo como:

2373 = 20004-300+70+3 = 2x 1000+3x 100+7x 10+3 = 2x 103 +3x 10?2 +7 x 10* +3 x 10°

Perceba que os digitos iniciais do ntimero, como 2 milhares, 3 centenas, 7 dezenas
e 3 unidades, se localizam na outra representacao na frente de poténcias de 10. KEssa
representacao ¢ fundamental para demonstrar os chamados critérios de divisibilidade. Sem
fazer de fato a divisdo de um nimero por 3, por exemplo, é possivel saber se o nimero é
divisivel por 3. Apresentamos aqui os principais critérios de divisibilidade:

e Por 2 : Basta o algarismo das unidades ser divisivel por 2. Exemplo: 294 e 7770 sao
ja que 4 e 0 sao divisiveis por 2, por sua vez 45 e 609 nao sao ja que 5 e 9 nao sao
divisiveis por 2.

e Por 3 : A soma dos algarismos deve ser divisivel por 3. Exemplo: 492 e 7077 sdo ja
que 44+94+2=15e 7+ 0+ 7+ 7 = 21 sao divisiveis por 3, por sua vez 25 e 526 nao
sao jdque 2+5=7e 5+ 2+ 6 = 13 nao sao divisiveis por 3.

e Por 4 : O numero formado pelos dois 1ltimos algarismos deve ser divisivel por 4.
Exemplo: 492 e 5036 sao ja que 92 e 36 sao divisiveis por 4, por sua vez 725 e 5046
nao sao ja que 25 e 46 nao sao divisiveis por 4.

e Por 5 : Basta o algarismo das unidades ser 0 ou 5, em outras palavras, divisivel por
5. Exemplo: 395 e 7770 sao ja que terminam em 5 e 0, por sua vez 401 e 609 nao sao
j& que terminam em 1 e 9.

e Por 6 : O numero deve ser divisivel simultaneamente por 2 e por 3.

e Por 8 : O nimero formado pelos trés ultimos algarismos deve ser divisivel por 8.
Exemplo: 7496 e 15236 sao ja que 496 e 236 sao divisiveis por 8, por sua vez 1725 e
5046 nao sao ja que 725 e 046 nao sao divisiveis por 8.

e Por 9 : A soma dos algarismos deve ser divisivel por 9. Exemplo: 4392 e 7677 sao ja
que4+3+94+2=18e 7+ 6+ 7+ 7 = 27 sao divisiveis por 9, por sua vez 25 e 526
nao sao ja que 24+5=7e¢ 5+ 2+ 6 = 13 nao sao divisiveis por 9.
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Os problemas dessa lista envolvem escrever nimeros na representagao decimal, em
somas de poténcia de 10 ou associar algarismos a letras ou simbolos. Os critérios de
divisibilidade podem ajudar muito nesses problemas.

Problema 1. (OBEPM 1¢ Fase) Cada um dos simbolos, quadrado e triangulo, representa
um tnico algarismo. Se a multiplicagao indicada a seguir estd correta, entao o valor de
quadrado vezes triangulo é:

2 O
O

% 0O

A 6 A

Solucdo. Como o resultado da multiplicagdo é um ntmero de trés algarismos, entdo qua-
drado s6 pode representar 1, 2 ou 3. Logo nao “vai 1”7 quando multiplicamos quadrado
(multiplicador) por quadrado (algarismo das unidades do multiplicando) e assim quadrado
vezes 2 é 6, donde quadrado = 3 e triangulo = 9. Portanto quadrado vezes triangulo é 27.

Problema 2. (OBMEP 1¢ Fase) Davi estava fazendo uma conta no caderno quando sua
caneta estragou e borrou quatro algarismos, como na figura. Ele se lembra que sé havia
algarismos fmpares na conta. Qual é a soma dos algarismos manchados?

k &

X R

o83
Solugao. Vamos chamar os algarismos borrados de a, b, ¢ e d, como lab x ¢ = 9d3. Como
o algarismo das unidades do resultado é 3, temos quatro possibilidades para b e ¢, nesta
ordem: 1e3,3el,7e90u9e?77 Comoo multiplicando é menor que 200, podemos
eliminar as duas primeiras possibilidades, pois um nimero menor que 200 multiplicado por
1 ou por 3 nao passa de 600. Na terceira possibilidade, o multiplicando seria no minimo
117 e entao o produto seria no minimo 117 x 9 = 1053 , o que nao acontece. Resta a tltima
possibilidade, 1a9 x 7 = 9d3. Como 117 x 7 = 819 , tentamos 139 x 7 = 973 , que estd
de acordo com o enunciado. As outras tentativas para o multiplicando, a saber, 157, 177 e

197, nao servem, pois ao multiplica-las por 7 o resultado é sempre maior que 1000. Logo
os algarismos manchados sao 3,9, 7e 7, e sua soma é 3+9+ 7+ 7 = 26.

Problema 3. (OBMEP 1¢ Fase) Ana listou todos os nimeros de trés algarismos em que um
dos algarismos é par e os outros dois sao impares e diferentes entre si. Beto fez outra lista
com todos os ntmeros de trés algarismos em que um dos algarismos é impar e os outros
dois sao pares e diferentes entre si. Qual é a maior diferenca possivel entre um nimero da
lista de Ana e um nimero da lista de Beto?

Solucao. Ana fez a seguinte lista: 103, 105, 107, ..., 985, 987, enquanto que a lista de Beto
ficou assim: 102, 104, ... 984, 986. A maior diferenca possivel entre um nimero da lista
de Ana com um nimero da lista de Beto é 987 — 102 = 885 (¢ a diferenga entre o maior
numero da lista de Ana com o menor nimero da lista de Beto).
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1 Problemas

Digitos e Sistema Decimal: Problemas Introdutdrios

Problema 4. No produto a seguir, B é um digito. Quanto vale B?

B2
X 7B

6396

Problema 5. Na adigdo a seguir, o simbolo & representa um mesmo algarismo. Qual é o
valor de & X & + &7

&7
+ §95

/%82

Problema 6. Daniela gosta de brincar com ntimeros de dois ou mais algarismos. Ela escolhe
um desses nimeros, mutiplica seus algarismos e repete o procedimento, se necessario, até
chegar a um nimero com um unico algarismo, que ela chama de niimero-parada do nimero
escolhido. Por exemplo, o nimero parada de 32 é 6, pois 32 — 3 x 2 = 6 e o nimero parada
de 236 € 8, pois 236 +2x3xXx6=36—>3x6=18—=>1x8=28

(a) Qual é o nimero-parada de 937

(b) Ache um nimero de quatro algarismos, sem o algarismo 1, cujo nimero-parada seja
6.

(c¢) Quais sao os numeros-parada de dois algarismos cujo nimero-parada seja 27

Problema 7. A adicdo a seguir estd incorreta. Entretanto, se substituirmos somente um
certo algarismo a, toda vez que ele aparece, por um certo algarismo b, a conta fica correta.
Qual é o valor de a®?

742586
+829430
1212016
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Digitos e Sistema Decimal: Problemas Propostos

Problema 8. O produto de um numero de dois algarismos pelo nimero formado pelos
mesmos dois algarismos, escritos em ordem inversa, é 2944. Qual é a soma dos dois ntimeros
multiplicados?

Problema 9. As contas AB x C =195 e CDE + F = 88 estao corretas, sendo A, B, C, D,
E e F algarismos diferentes. O ntimero AB é formado pelos algarismos A e B, e o niimero
CDE é formado pelos algarismos C', D e E. Qual é o algarismo representado pela letra F'?

DIE[+|F[=]8]8]

[o]o]~[n]o] * [w]>]

Problema 10. Determine o maior e 0 menor nimero multiplo de 6 formados por 9 algaris-
mos distintos. Observacao: Lembre-se de que zeros a esquerda de um niimero nao devem
ser contados como algarismos; por exemplo, 0123 tem somente 3 algarismos.

Problema 11. Jodozinho chama um nimero natural maior do que 100 de aditivado quando
seu algarismo das unidades é igual a soma dos demais algarismos. Por exemplo, 224 é
aditivado, pois 2 4+ 2 = 4.

(a) Escreva o numero aditivado de quatro algarismos cujo algarismo das unidades é 1.

(b) Escreva todos os nimeros aditivados de trés algarismos cujo algarismo das unidades
é 6.

(¢) Qual é o maior niumero aditivado sem algarismos repetidos?

Problema 12. Para obter o resumo de um nimero de até 9 algarismos, deve-se escrever
quantos sao seus algarismos, depois quantos sao seus algarismos impares e finalmente quan-
tos sao seus algarismos pares. Por exemplo, o niimero 9103405 tem 7 algarismos, sendo 4
impares e 3 pares, logo seu resumo é 743.

(a) Encontre um nimero cujo resumo seja 523.
(b) Encontre um nimero que seja igual ao seu préprio resumo.

(¢) Para qualquer nimero de até 9 algarismos, podemos calcular o resumo do resumo
de seu resumo. Mostre que esse procedimento leva sempre a um mesmo resultado,
qualquer que seja o nimero inicial.
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Problema 13. Ao preencher uma ficha de cadastro em um site, Esmeraldinho trocou a
dezena com a unidade do ano de seu nascimento. No site ficou registrado que Esmeraldinho
tem 51 anos. Ele percebeu imediatamente que invertendo esse nimero chegava a sua idade
correta, 15 anos. E ficou pensando se aquilo era uma coincidéncia ou se, sempre que alguém
comete 0 mesmo erro, basta inverter as casas decimais para obter a idade correta. Nesse
problema vamos ajudar Esmeraldinho a satisfazer a sua curiosidade. Suponha que o ano
de nascimento de uma pessoa seja 19AB (ou seja, 1900 + 10A + B) e que ela tenha CD
anos completados em 2010 (ou seja, 10C' + D).

(a) Mostre que 110 = 10(A+ C) + (B + D).

(b) Conclua que caso ela tenha cometido o mesmo erro de Esmeraldinho (trocar dezena
com unidade do ano de seu nascimento) e a idade obtida for menor do que 100 anos,
entao basta inverter as casas decimais para obter a sua idade correta.

Problema 14. Joaozinho tem que fazer uma multiplicagao como ligdo de casa, mas a chuva
molhou o caderno dele, borrando alguns algarismos, que estao representados por um qua-
dradinho (cada algarismo borrado pode ser diferente dos outros). Qual é a soma dos
algarismos que foram borrados?

010
x 203

oo40
4020
goooo

i0o0o02

Problema 15. No c6digo numérico de diversos produtos, como, por exemplo, aquele que
aparece no codigo de barras, utiliza-se o seguinte esquema para detectar erros de digitacao:
multiplicando-se cada digito alternadamente por 1 e 3 e adicionando-se os resultados, sem-
pre se obtém um multiplo de 10. Por exemplo, um possivel cédigo de um produto é
4905370265546, pois 4 X 1 +9x3+0x1+5x34+3x1+7x34+0x1+2x3+6x1+
5x34+5x144x346x1=120 ¢é um multiplo de 10. Por outro lado, 4905370265564
nao pode ser o cédigo de um produto pois 4 X 1 +9x34+0x1+5x34+3x1+7x3+
0x142x34+6x1+5%x3+5x14+6x3+4x1=124ndo éum multiplo de 10. Assim,
conferindo esta conta, o computador é capaz de detectar erros de digitagao.

(a) O ultimo digito do cédigo de um produto é chamado digito de verificagao. O digito
de verificacao que aparece na embalagem de um desodorante esta ilegivel. Abaixo,
ele esta indicado por um ¢:

789103304863¢ Qual é esse digito?

(b) Como vocé pode observar nos dois primeiros exemplos, os dois dltimos digitos troca-
ram de lugar. Esse é um dos erros mais comuns de digitacao, a transposicao. Mais
precisamente, a transposicao de dois digitos consecutivos ocorre quando em vez de se
digitar ab digita-se ba, onde a e b representam algarismos distintos.
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1. Um corretivo liquido tem cédigo 7897254113302. Mostre que, mesmo que haja
uma transposicao entre os digitos 7 e 2, obtemos um possivel cédigo de um
produto. Ou seja, caso ocorra essa transposi¢ao, ela nao serd detectada.

2. Como vimos no item anterior, o esquema acima é capaz de detectar quase todos
os erros de transposicao. Determine todos os pares de digitos consecutivos dis-
tintos ab cuja transposicao ba nao é detectada pelo esquema acima em qualquer
codigo. Observe que, pelo item anterior, 72 é um desses pares.

(¢) Quantos cédigos de produto sao da forma 7897073010xyz, em que z, y e z sao digitos?

Problema 16. Na adig@o a seguir de trés numeros de quatro algarismos cada um, as dife-
rentes letras representam diferentes algarismos. Qual é o nimero ZY X7

XXXX

FYYYY
27277

YXXXZ

Problema 17. Na multiplicagdo a seguir a, b, ¢ e d sao algarismos. Calcule b+ ¢ + d.

45
x a3

3bcd

Problema 18. Na multiplicagdo a seguir, a, b e ¢ sao algarismos: Calcule a + b + c.

lab
X b3

% % %
& %k ¥k

1cc01

Problema 19. Na multiplicacao a seguir, alguns algarismos, ndo necessariamente iguais,
foram substituidos pelo sinal *. Qual é a soma dos valores desses algarismos?

Problema 20. Paulo quer usar uma tnica vez os algarismos 0, 1, 2, 3, 5, 6 ¢ 7, um para
cada um dos quadradinhos a seguir, de modo que a conta esteja correta. Qual é o maior
resultado que ele pode obter nessa conta?

Problema 21. Esmeralda ia multiplicar um ntmero A de trés algarismos por outro niimero
B de dois algarismos, mas na hora de multiplicar inverteu a ordem dos digitos de B e
obteve um resultado 2034 unidades maior.
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* & &

X*7

* % %

L

61587

. 0o
00
000

(a) Qual era o nimero A, se os digitos de B eram consecutivos?

(b) Qual seria o numero A, se os digitos de B nao fossem consecutivos?
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4)

6)

7)

Digitos e Sistema Decimal: Solucoes dos Introdutérios

(EUA 1° Fase) Veja que o primeiro produto, 2 x B nos d4 um numero cujo digito das
unidades ¢é 6, portanto tudo que devemos fazer é ver quais sdo os valores de B para que
isso ocorra. FEsses valores sdo B = 3, pois 2 x 3 =6 ou B = 8, pois 2 x 8 = 16. Agora é
s6 testarmos para ver qual deles funciona, e isso ocorre com B = 8.

(OBMEP 1 Fase) Na conta apresentada podemos observar o seguinte:
Coluna das unidades: como 7+ 5 = 12, vai 1 para a coluna das dezenas;

Coluna das dezenas: como 1+ & + 9 = 10 + &, o algarismo das dezenas do resultado é
& ¢ vai 1 para a coluna das centenas;

Coluna das centenas: como 1 +4+ 8 = 13, o algarismo das centenas da soma ¢é 3 e vai
1 para a coluna dos milhares.

Em resumo, concluimos que 1dod2 = 132 , 0 que nos mostra que & = 3 (e a conta é
437+ 895 =1332). Logo b X b+ & =3 x 3+ 3 =12.

(OBMEP 2¢ Fase)

(a) O numero-parada de 93 é 4, pois 93 - 9x3=27T—>2x7=14—1x4=4

(b) Escrevendo 3 x 2 =6 vemos que 32 — 3 x 2 =6. Como 32 =4 X 2 x 2 x 2, temos

4222 54 x2x2x2=32—3x2=6. Assim o numero-parada de 4222 é 6, bem
como de 2422, 2242 e 2224.
Outra alternativa é escrever 1 x 6 = 6, o que nos dd 16 — 1 x 6 = 6; como
2x2x2x2 =16 segue que 2222 - 2 x2x2x2 =16 - 1x6 =6 e
vemos que o numero-parada de 2222 também é 6. Pode-se também pensar a partir
48 — 4 x 8 = 32 e temos um caso anterior.

(c) H& apenas duas maneiras de obter 2 multiplicando dois algarismos, a saber, 12 —
1x2=2e21 — 2x1 = 2. Para obter 12, temos as possibilidades , 26 — 2x6 = 12,
62 > 6x2=12,34 - 3 x4 =12 ¢e 43 — 4 x 3 = 12; para obter 21, temos as
possibilidades 37 =+ 3x 7 =21 e 73 — 7x 3 = 21. Como os nimeros 21, 26, 62, 34,
43, 37 e 73 nao podem ser obtidos como produto de dois algarismos, concluimos
que os numeros de dois algarismos cujo ntimero-parada é 2 sao 12, 21, 26, 62, 34,
43, 37 e 73.

(OBM 2¢ Fase) Na primeira inspegao, podemos admitir que os trés algarismos na direita
de todos os nimeros estao corretos, isto é, estao corretamente escritos os algarismos
0, 1, 3, 4, 5, 6 e 8 Portanto, dentre os algarismos 2, 7 e 9, um deles estd escrito
incorretamente. O 9 estd escrito corretamente, pois se 0 mudarmos, a soma com 2 nao
estard certa. Logo ou 2 ou 7 estd errado. Se o 7 estiver errado, entao 2 estard correto,
mas isso nao é possivel pois a soma de 2 com 4 mais 1 nao estaria certa. Logo, o 2 é que
deve ser substituido; olhando novamente a soma de 2 com 4 mais 1 resultando 1 vemos
que o resultado sé darad certo se no lugar de 2 colocarmos 6. Fazendo a substituicao,
verificamos que o resto se encaixa. Teremos, entao, ab = 26 = 64.
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8)

10)

11)

Digitos e Sistema Decimal: Solugoes dos Propostos

(OBMEP 1¢ Fase) Fatorando o numero 2944 temos: 2944 = 27 x 23 = 128 x 23 =
64 x 2 x 23 = 64 x 46 . Como este ultimo produto satisfaz as condi¢oes do enunciado,

e também é o Unico nas condicoes descritas, temos que a soma desses dois nimeros é
64 + 46 = 110.

(OBMEP 1¢ Fase) Primeiramente, decompomos 195 em fatores primos e obtemos: 195 =
3 x 5 x 13. S6 ha, entao, duas possibilidades para o algarismo C: ou C' =3 ou C' = 5.
Se C = 3, entdo AB = 65, donde A =6 e B =5. Como CDE +~ F = 88, temos que
3DFE = 88x F. A unica possibilidade é F' = 4, pois outros valores, quando multiplicados
por 88 nao produzem numeros entre 300 e 399. Assim, FF =4 eentdo D =5e E = 2,
pois 352 = 4 x 88. Esta solugao nao serve porque B = D = 5 e o enunciado diz que os
algarismos devem ser diferentes. Logo C =5, A=3e B =19, pois 39 x 5 = 195. Como
5DFE = F x 88, vemos que F' = 6, j4 que 6 x 88 = 528 e nao ha outra possibilidade de se
obter cinco centenas multiplicando-se um niimero de um sé algarismo por 88. Portanto,
D=2e¢e E=28.

(OPM Fase Inicial) Para que um nimero seja multiplo de 6 ele deve ser:

e par, ou seja, o seu algarismo das unidades deve ser 0, 2, 4, 6 ou §;

e miltiplo de 3, ou seja, a soma de seus algarismos deve ser miultiplo de 3. Como
o numero deve ter 9 algarismos distintos, este deve conter em sua representacao
decimal todos os algarismos exceto um algarismo. Como 0+1+2+3+...49 = 45,
para que a soma dos algarismos do nimero seja miltiplo de 3, o algarismo a ser
excluido também deve ser miltiplo de 3, ou seja, deve ser 0, 3, 6 ou 9.

Para obter o maior ntimero possivel excluimos o zero e tomamos um niimero terminado

em 2: 987654312.

Para obter o menor ntimero possivel excluimos o nove e tomamos um nimero terminado
em 8: 102345678.

(OBMEP 2¢ Fase)

(a) Como o algarismo das unidades é 1, para que o nimero seja aditivado, a soma dos
algarismos das casas das dezenas, centenas e unidades de milhar deve ser igual a
1. Existe s6 um ntimero com quatro algarismos com essas propriedades: 1001.

(b) Para que um numero aditivado de trés algarismos termine em 6, a soma do alga-
rismo das dezenas com o das centenas deve ser igual a 6. Como um tal niimero
nao pode ter 0 na casa das centenas, hd exatamente seis possibilidades: 156, 246,
336, 426, 516 e 606.

(¢) Quanto mais algarismos tem um nimero, maior ele é. Assim, para conseguirmos
o maior nimero aditivado possivel, devemos ter 9 na sua casa das unidades, a
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fim de gerar um niimero com a maior quantidade possivel de algarismos. Na casa
das dezenas podemos colocar o algarismo 0, a fim de aumentar a quantidade de
algarismos do nimero que estamos procurando. Como nao queremos algarismos
repetidos, pelo mesmo motivo, na casa das centenas devemos colocar o algarismo
1 e, na casa das unidades de milhar, o algarismo 2. Para a casa das dezenas de
milhar podemos colocar os seguintes algarismos ainda nao utilizados: 3, 4, 5, 6, 7
ou 8. Entretanto, os algarismos 7 e 8 estao excluidos pois 72109 e 82109 nao sao
aditivados. Restam quatro possibilidades: 32109, 42109, 52109 e 62109 (o traco
indica onde deve ser colocado o algarismo das centenas de milhar).

Nenhuma das trés primeiras possibilidades pode ocorrer, pois, para o nimero ser
aditivado, em cada caso, o algarismo que deveria ser colocado no lugar do trago ja
foi utilizado antes e repeticGes nao sao permitidas. Logo o maior nimero aditivado
sem algarismos repetidos é 62109.

12) (OBMEP 2% Fase) No que segue, por “nimero” queremos dizer “ndmero de até nove
algarismos”.

(a)

(b)

Consideremos um ntimero cujo resumo seja 523. Entao ele tem cinco digitos,
dos quais dois sdo impares e trés sao pares. Podemos formar muitos ntimeros
satisfazendo estas condigoes; alguns exemplos sao 11222, 23456 e 36854.

Como o resumo de qualquer ntimero tem trés algarismos, vemos que para que um
nimero seja igual ao seu préprio resumo é necessario que ele tenha trés algarismos.
Suponhamos entao que exista um nimero que seja seu préoprio resumo, e sejam c
seu algarismo das centenas, d o das dezenas e u o das unidades.
Como o algarismo das centenas do resumo de um ntmero de trés algarismos é 3,
devemos ter ¢ = 3 . Somando os algarismos das dezenas e das unidades do resumo
devemos obter o nimero de algarismos do ntimero original, ou seja, d +u = 3
Logo as possibilidades para o resumo de um resumo sao 303, 312, 321 ou 330;
destes, o inico que ¢é seu préprio resumo é o 321, que é entao o nimero procurado.

O resumo de um nimero tem sempre trés algarismos. Como vimos no item b,
as possibilidades para o resumo de um ntmero de trés algarismos sao 303, 312,
321 ou 330; logo as possibilidades para o resumo do resumo de qualquer ntimero
estao entre estas quatro. Os resumos de 303, 312, 321 ou 330 sao todos iguais a
321. Como 321 tem como resumo ele mesmo, sempre chegaremos a ele quando
calculamos sucessivas vezes o resumo de um numero. Mais precisamente, para
qualquer numero inicial, o resumo do resumo de seu resumo é 321. Podemos
visualizar este raciocinio no diagrama abaixo.

nimero — numero de trés algarismos — 303, 312, 321 ou 330 — 321

Observacao: notamos que o resumo do resumo de qualquer nimero s6 pode ser
303 ou 321. De fato, da primeira vez que calculamos o resumo de algum ntmero
obtemos um numero de trés digitos cdu, com d + u = ¢. Temos entao dois casos:
c é par: neste caso d e u sao ambos pares ou ambos impares. Se d e u sdo pares, o
préximo resumo serd 303; se d e u sao impares, o préximo resumo serd 321.

10
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¢ é fmpar: neste caso d é par e u é impar, ou d é impar e u é par. Se d é par e u é
impar, o proximo resumo serd 321; Se d é impar e u é par, o préximo resumo sera
321.

13) (OPM Fase Inicial)

(a)
(b)

Sabemos que o ano de nascimento somado a idade resulta em 2010. Entao, (1900 +
10A + B) 4 (10C + D) = 2010, o que é equivalente a 10(A + C) + (B + D) = 110.
Como 110 = 10(A+C)+(B+D), B+D = 10(11-(A+C)) é multiplo de 10. Como
B e D sao digitos, B + D é no minimo 0 e no maximo 18. Logo B+ D = 0 ou
B+D=10. Se B+ D =0,entao B=D =0e A+ C = 11. Nesse caso, o ano de
nascimento digitado errado seria 1904, e a pessoa teria 2010—1904 = 110—A > 100
anos, o que nao é o caso. Se B+ D = 10, entao A + C' = 10 também, ou seja,
C=10—Ae D = 10— B. Trocar dezena com unidade do ano de seu nascimento
é o mesmo que trocar A com B. Mas as equagoes acima implicam que C' e D
também seriam trocados de lugar.

14) (OBM 2° Fase) Como o algarismo das unidades do produto é 2, o algarismo das unidades
do multiplicando é 4. Assim, obtemos o algarismo da direita da 3% linha do algoritmo
e também os dois ultimos algarismos da 5% linha. Como o algarismo das dezenas do
produto é 0, o algarismo da direita na 4% linha do algoritmo deve ser 6. Logo o algarismo
das dezenas do multiplicador é 9. Como o 2° algarismo a direita da 5% linha é 0, o
algarismo das centenas do multiplicando é 5. A partir do algoritmo completo, concluimos
que a soma dos algarismos que foram borrados é 5+4+9+414+5+2+46+6+1424+8+5+6 =

60.

15) (OPM Fase Final)

(a)

Temos 7Xx1+8x3+9x14+1x34+0x14+3x3+3x1+0x3+4x1+8x3+
6x14+3x3+ox1=74+244+94+34+04+9+34+04+44+244+64+9+0=98+0
Como ¢ representa um digito, 98 4+ ¢ sera multiplo de 10 se, e somente se, ¢ for 2,
ou seja, o digito de verificacao é 2.

(1) Inicialmente, vamos verificar o cédigo 7897254113302. Temos 7 x 1+ 8 x 3 +
IXT+7Tx34+2x14+5x3+4x1+1x3+1x14+3%x34+3x14+0x34+2x1=
T+244+9+21424+15+4+3+149+34+0+2 =100, que é um multiplo de 10.
Vamos agora verificar o codigo 7892754113302 que sofreu a transposicao. Temos
TXTI4+8X3+9X14+2x3+TX14+5x3+4x14+1x3+1x14+3%x3+3x14+0x3+2x1 =
7T4+244+94+64+74+154+4+3+14+94+34+0+2=90, que também é multiplo
de 10.

(2) A transposigao nao é detectada quando os resultados de b x 1 +a x 3 =3a+b
eax14+bx3=a-+3btém o mesmo algarismo das unidades, ou seja, deixam
o mesmo resto quando divididos por 10. Como 3a + b e a + 3b deixam o mesmo
resto quando divididos por 10, a diferenca entre eles é um maultiplo de 10, ou seja,
(3a+0b) — (a+3b) = 2a — 2b é um multiplo de 10. Sendo a e b digitos, os possiveis
pares de digitos consecutivos distintos ab cuja transposi¢ao ba nao é detectada pelo
esquema apresentado sao 50, 05, 61, 16, 72, 27, 83, 38, 94 e 49.
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16)

17)

18)

19)

20)

(c) Uma vez que estejam estabelecidos os valores de = e y no cédigo 7897073010xyz,
podemos determinar o valor de z para atender ao esquema de conferéncia, como,
por exemplo, no item a. Assim, basta estabelecer o par xy para criar o cédigo; o
z vem “automaticamente”. Como temos 10 possibilidades para o z e 10 para o v,
podemos determinar o par xy de 10 x 10 = 100. Logo ha 100 cddigos de produto
que sao da forma 7897073010xyz.

(OBM 2¢ Fase) Os ntiimeros somados sao X X X X = 1000X +100X +10X+X = 1111.X,
YYYY =1111Y e ZZZZ = 1111Z, e o resultado da soma é Y XX XZ = 10000Y +
1110X + Z. Logo 1111X + 1111Y + 1111Z = 10000Y + 1110X + Z < 8889Y =
11102+ X = ZZZX. O numero ZZZX tem quatro algarismos, logo Y s6 pode ser
iguala 1, Z=8e X =9. Assim ZY X = 8109.

(OBM 2¢ Fase) Vamos fazer uma cota, ja que 45 x a3 deve ser trés mil e alguma coisa.
Quanto pode valer a? Vamos ver quando 45 x a3 = 3000 e quando 45 x a3 = 3999. A
primeira conta nos dé a3 = 67 e a segunda a3 = 89. Isso significa que a3 esta entre 67 e
89, mas como o algarismo das unidades é 3, temos que a3 pode ser 73 ou 83. Colocando
a =7 ou a = 8 temos a mesma soma b+ c+d, ja que 45 x 73 = 3285 e 45 x 83 = 3735,
a soma dos algarismos pedidos é 15 de qualquer maneira.

(OBM 2¢ Fase) Veja que b x 3 deve terminar em 1. O tdnico caso possivel é b = 7, logo
temos que 1a7 x 73 = lec01. Testamos agora valores para a. O menor valor que a pode
assumir é 3, ja com esse valor temos que 137 x 73 = 10001.

(OBM 1° Fase) Analisamos abc x d7 = 6157, além disso na conta de multiplicagao os
termos intermedidrios (que possuem asterisco) que se somam tem 3 algarismos. Segue
automaticamente que ¢ = 1 e a = 1. Se a fosse maior que 1, a conta 7 X a teria dois
algarismos e isso provocaria um niimero com 4 asteriscos. Veja que b nao pode ser grande
também, ji que 7 x 1b1 tem que ter 3 algarismos. Fazemos a conta para descobrirmos
que b pode ser 0, 1, 2, 3 ou 4. Uma maneira de terminar o problema nesse instante é
perceber que 101, 111, 121, 131 ou 141 devem dividir o nimero 6157. Fazemos as contas
para descobrir que 131 é o nimero, portanto temos que 131 x 47 = 6157, ai é s6 fazer
a conta dos asteriscos.

(OBM 2° Fase) Veja que o maior resultado dessa conta acontece quando pegamos o maior
par de nimeros possiveis nas dezenas dos nimeros somados. Além disso, devemos ter
um “vai um”, pois o resultado possui 3 digitos. Assim, considere os maiores pares em
ordem decrescente:

Caso 7 e 6: no resultado terfamos nas centenas e dezenas 13 ou 14 (havendo vai um das
unidades), mas como nao temos 4, entao teria que ser 13. Af sobram apenas 0,2 e 5
para completar a conta, o que nao é possivel.

Caso 7 e 5: no resultado terfamos nas centenas e dezenas 12 ou 13. Restaria nas unidades
0,3,6 ou 0,2,6. E nos dois casos nao é possivel completar a expressao.

Caso 5 e 6: no resultado teriamos nas centenas e dezenas 11 ou 12. Como sé temos
um digito 1, teria que ser o 12, sobrando 0,3 e 7 que permite completar a expressao,
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21)

que seria: 67 + 53 = 120 ou 63 + 57 = 120. Note que se pegarmos uma combinagao
menor das dezenas teremos soma maxima 10 ou 11, com um “vai um”, geraria nimeros
menores que 120.

(OBM 2% Fase) Seja A o numero de trés digitos e B = 10x +y o nimero de dois digitos.
Portanto, ao trocar a ordem dos digitos de B, obtemos o nimero 10y + x. Montando a
equacao segundo as condigoes do problema, temos:

A(10z 4+ y) — A(10y + z) = 9A(x — y) = 2034
Com isso,
Alz —y) = 226 = 2 x 113

Dai, se x e y sdo consecutivos, A = 226, caso contrario A = 113.
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