Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 1 Aula 4
Prof. Bruno Holanda & Emiliano Chagas

Angulos

Iremos comecar este capitulo enunciando uma das versoes do quinto Postulado de Fu-
clides. Ou seja, ¢ um fato que deve ser tomado como verdadeiro sem necessidade de prova.

Quinto Postulado. Sejam duas retas r e s que sdo cortadas por uma terceira. As
retas r e s sdo paralelas se e somente se os angulos marcados na figura (que sao
chamados de alternos internos) sao iguais. Ou seja,

r]sea=0.

Agora vamos mostrar um conjunto de fatos importantes sobre angulos que serdo utili-
zados durante todo o livro.

Angulos opostos pelo vértice. Considere duas retas, a primeira que passa pelos
pontos A e B, a segunda que passa pelos pontos C' e D que encontram-se no ponto P.
Entao, ZAPC = Z/BPD.

D
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Soma dos angulos de um triangulo. Em um triangulo ABC, a soma dos angulos B
internos € igual a 180°. Ou seja:

ZABC + /BCA+ ZCAB = 180°.

ID@

A E

B C

Demonstragdo. Considere uma reta ¢ paralela ao lado BC que passa pelo ponto A.

Sejam ainda D e E dois pontos sobre essa reta. Pelo quinto postulado, temos que

/ABC = /DAB e que ZACB = /ZEAC. Como o angulo Z/DAFE é raso, segue o
S resultado. )

.
Angulo externo. Em um tridngulo, o angulo externo é igual a soma dos dois angulos

internos opostos.

P B C

Demonstragao. Veja que ZABP = 180° — ZABC'. Por outro lado, a soma dos angulos
internos do tridngulo é 180°. Assim, ZABC + /BCA + ZCAB = 180°. Substituindo
o valor de 180° na primeira equacao, temos que

L LABP = /ABC + Z/BCA+ LCAB — LZABC = ZBCA+ ZLCAB. )

Soma dos angulos de um poligono.
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B C
A
D
F
E
Lados Nome Lados Nome

3 Triangulo 8 Octagono
4 Quadrilatero 9 Noneagono
5 Pentagono 10 Decéagono
6 Hexagono 12 Dodecagono
7 Heptédgono 20 Icosdgono

Ao longo do capitulo também utilizaremos um fato que s6 iremos demonstrar no capitulo
sobre congruéncias de triangulos, mas que é fundamental para resolver diversos problemas
de geometria que envolvem angulos.

Fato Importante: Um triangulo é isésceles se e somente se os angulos da base sao
iguais. Ou seja, no AABC"

AB=AC & LABC = LZACB.

Problemas Introdutorios

Problema 1. (OBMEP 2005 - 1* fase) Qual é a medida do menor angulo formado pelos
ponteiros de um relégio quando ele marca 12 horas e 30 minutos?

Problema 2. (OBMEP 2005 - 1* fase) O triangulo ABC' é isésceles de base BC e o angulo
/BAC mede 30°. O triangulo BC'D é isésceles de base BD. Determine a medida do
angulo ZDCA.
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Problema 3. (OBMEP 2006 - 1* fase) Uma tira de papel retangular é dobrada ao longo
da linha tracejada, conforme indicado, formando a figura plana da direita. Qual a medida
do angulo z?

////
\50° X

Problema 4. (OBMEP 2014 - 1* fase) Na figura, os pontos A, B e C estao alinhados. Qual
é a soma dos angulos marcados em cinza?

A B C

Problema 5. (OBM 2004 - 1? fase) Na figura a seguir temos dois triangulos equilateros.
Determine o valor de x.
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T

Problema 6. (OBM 2007 - 1* fase) Na figura, o lado AB do triangulo equildtero ABC é
paralelo ao lado DG do quadrado DEFG. Qual é o valor do angulo x?

G
A

B CE

Problema 7. (OBM 2004 - 1* fase) Na figura, quanto vale x?

3x 2x

4x

Problema 8. (OBM 2004 - 1* fase) No desenho a seguir, o quadrildtero ABCD é um
quadrado de lado 3 cm e os triangulos ABF e AED sao ambos equilateros. Qual é a area
da regiao destacada?
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Problema 9. (OBM 2006 - 1* fase) Na figura, AB = AC, AE = AD e o angulo ZBAD
mede 30°. Entao o dngulo  mede:

A
309
E
X
B D 9

Problemas Propostos

Problema 10. (OBMEP 2007 - 1* fase) A figura mostra um poligono regular de dez lados
com centro O. Qual é a medida do angulo a?

Problema 11. (OBMEP 2008 - 1# fase) Na figura o angulo ZADC mede 48° e os triangulos
ACD, DBE e EAF sao isésceles de bases AD, DE e EF | respectivamente. Quanto mede
o angulo ZDEF?
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D
4850

)>"

B E

F

Problema 12. (OBMEP 2009 - 1* fase) No triangulo ABC temos AB = AC' e os cinco
segmentos marcados tém todos a mesma medida. Qual é a medida do angulo ZBAC?

m
B ; A

Problema 13. (OBMEP 2009 - 1? fase) A figura é formada por 5 trapézios isésceles iguais.
Qual é a medida do angulo indicado?

7

Problema 14. (OBM 2016 - 2* fase) Na figura, os quadrados cinzentos tém um vértice
comum e o quadrado maior tem um vértice de cada um desses quadrados em seus lados.
As medidas de alguns angulos, em graus, estao indicadas na figura. Qual é o valor de X7

47° 122°
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Problema 15. Construimos dois tridngulos equildteros ABFE interno e BFC externo ao
quadrado ABCD. Prove que os pontos D, E e F se localizam na mesma, reta.

Problema 16. (OBM 2007 - 2* fase) Na figura abaixo temos um pentdgono regular, um
quadrado e um tridngulo equilatero, todos com a mesma medida de lado.

Determine a medida, em graus, do angulo ZQCE.

Problema 17. (OBM 2008 - 3?* fase) Considere o seguinte hexdgono:

Com cépias desse poligono podemos cobrir todo o plano, sem sobreposicoes, como
mostra a figura a seguir.
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a) E possivel cobrir o plano com cépias de um pentdgono regular?

Observacao: um poligono é regular quando todos os seus lados sao de mesma medida
e todos os seus angulos internos sao iguais.

b) Seja ABC'DE um pentagono com todos os lados iguais e tal que a medida do angulo
interno nos vértices A e B sao /A = 100° e /B = 80°. Mostre como é possivel cobrir
todo o plano com cépias desse pentagono, sem sobreposicoes.

Problema 18. (OBM 2006 - 1* fase) Trés quadrados s@o colados pelos seus vértices entre
si e a dois bastoes verticais, como mostra a figura.

75°

30° 126°

A medida do angulo z é:

Problema 19. (OBM 2009 - 1* fase) Na figura a seguir, ABCDFE é um pentagono regular,
CDFG é um quadrado e DF'H é um triangulo equildtero. O valor do angulo S é:
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Problema 20. (OBM 2010 - 1* fase) Os pontos P, Q, R, S e T sdo vértices de um poligono
regular. Os lados PQ e T'S sao prolongados até se encontrarem em X, como mostra a
figura, e ZQX S mede 140°. Quantos lados o poligono tem?

Problema 21. (OBM 2011 - 1* fase) Em um triangulo ABC com ZABC — ZBAC = 50°,
a bissetriz do dngulo ZACB intersecta o lado AB em D. Seja E o ponto do lado AC' tal
que ZCDE =90° . A medida do angulo ZADE é:

Problema 22. (OBM 2011 - 1? fase) No triangulo ABC , os pontos D e E pertencem ao
lado BC' e sao tais que BD = BAe CE = CA. Dado que ZDAFE = 40°, quanto mede, em
graus, o angulo ZBAC?

A

B E D C
Problema 23. (OBM 2016 - 1* fase) Na figura a seguir sabe-se que ABCDEFGH é um

octégono regular, ABIJK é um pentagono regular e ABLM é um quadrado. Determine
a medida em graus do angulo ZLCT denotado na figura pela letra 6.

10
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Problema 24. (OBM 2014 - 2* fase) Na figura abaixo, ABCDE é um pentagono regular e
EFG é um triangulo equilatero. Determine a medida, em graus, do angulo ZAEG.

D

Problema 25. Determine a soma dos cinco angulos da estrela ABCDE.

11
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Soma dos angulos internos | Angulo interno
180° 60°
360° 90°

O Y x| W B

Problema 26. (OBMEP 2007 - 2* fase)

a) Complete a tabela abaixo, lembrando que a soma de todos os dngulos internos é de
um poligono regular de n lados é (n — 2) x 180°. Dizemos que trés ou mais poligonos
regulares se encaixam se é possivel colocd-los em torno de um vértice comum, sem
sobreposicao, de modo que cada lado que parte desse vértice é comum a dois desses
poligonos. Na figura vemos dois exemplos de poligonos que se encaixam.

b) Um quadrado e dois octégonos (poligonos regulares de oito lados) se encaixam? Jus-

12
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tifique sua resposta.

¢) Um triangulo equildtero, um heptagono (poligono regular de sete lados) e um outro
poligono se encaixam. Quantos lados tem esse poligono?

Problema 27. (OBMEP 2008 - 2* fase) Na figura, ABC'D é um paralelogramo de area 20
ecm? e lados medindo 4 cm e 6 cm. Os pontos M, N, P e @ sao os centros dos quadrados
construidos sobre os lados do paralelogramo.

........................

a) Calcule a drea do poligono AMBNCPDQ.
b) Mostre que os angulos ZMAQ e ZMBN tém a mesma medida.

¢) Mostre que M N PQ é um quadrado e calcule sua &rea.

Problema 28. (OBMEP 2009 - 2% fase) Um poligono convexo é elegante quando ele pode
ser decomposto em triangulos equilateros, quadrados ou ambos, todos com lados de mesmo
comprimento. Ao lado, mostramos alguns poligonos elegantes, indicando para cada um
deles uma decomposicao e o nimero de lados.

N >

4 lados 5 lados 6 lados 7 lados

a) Desenhe um poligono elegante de 8 lados, indicando uma decomposicao.
b) Quais sdo as possiveis medidas dos angulos internos de um poligono elegante?

¢) Mostre que um poligono elegante nao pode ter mais que 12 lados.

13
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d) Desenhe um poligono elegante de 12 lados, indicando uma decomposigao.

Problema 29. Seja RSTUV pentagono regular. Construa um triangulo eqiiilatero PRS
com P no interior do pentagono. Ache a medida do angulo Z/PTV.

Problema 30. DEFG é um quadrado no exterior do pentdgono regular ABCDE. Quanto
mede o angulo ZEAF?

Problema 31. (AHSME 1977) No ABC, AB = AC, ZA = 80°. Se os pontos D, E, F
estao sobre os lados BC, C'A e AB respectivamente, tais que CE = CD, BF = BD, qual
é o valor do ZEDF?

Problema 32. (Torneio das Cidades 1994) No tridangulo ABC, retangulo em C, os pontos
M e N sao escolhidos sobre a hipotenusa de modo que BN = BC e AM = AC. Ache a
medida do angulo ZNC M.

Problema 33. O tridngulo ABC é isésceles com vértice em A. Determine os dngulos deste
triangulo sabendo que BC = BD = DE = EF = FA.

Problema 34. No tridngulo ABC, AB = AC, D estd sobre BC e E esta sobre AC de
modo que AE = AD e ZBAD = 30°. Determine ZEDC.

Problema 35. (Maio 2017) No triangulo ABC marcam-se o ponto D sobre o lado BC' e o
ponto E sobre o lado AC de modo que CD = DE = EB = BA. O angulo ZACB = 20°.
Calcular a medida do dngulo ZADE.

Problema 36. (IGO 2017) No triangulo ABC, os pontos D e E estao sobre o lado BC
(D mais préximo de B), o ponto F estd sobre AC e G estd sobre AB. Sabe-se que
EC =FF =FG=GD = DE =GB = AF. Ache as medidas dos dngulos do tridngulo
ABC.

Problema 37. Seja ABCDEF um hexdgono com todos os angulos internos iguais a 120°.

Mostre que
AB—-DE=CD—-FA=FEF — BC.

14
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Dicas e Solucgoes

1. (OBMEP 2005 - 1# fase) As 12h30 min o ponteiro dos minutos deu meia volta no
relogio a partir do ntimero 12 do mostrador, ou seja, percorreu 360° - 2 = 180°.
Os numeros 1, 2, 3, ---, 12 do mostrador do relégio dividem a circunferéncia em
doze angulos iguais, cada um com 360° + 12 = 30°. Logo, a cada hora, o ponteiro
das horas (o menor) percorre um angulo de 30°; em meia hora este ponteiro percorre
entao 30°+2 = 15°. Logo, o angulo formado pelos dois ponteiros é 180° —15° = 165°.

2. (OBMEP 2005 - 1* fase) A soma dos trés angulos internos de um triangulo é 180°.
Como o angulo ZA do tridngulo ABC mede 30°, a soma dos angulos ZABC ¢ ZACB
é 180° — 30° = 150°. Por outro lado, como o triangulo é isésceles de base BC, os
angulos ZABC e ZACB sao iguais, logo cada um deles mede 150° =2 = 75°. Como
o triangulo BC'D ¢ isésceles de base BD, temos Z/BDC = ZCBD = 75°. O mesmo
raciocinio usado acima mostra que ZDCB = 180° — 2 x 75° = 30°. Segue que
/DCA=/ACB — ZDCB = 75° — 30° = 45°.

3. (OBMEP 2006 - 1* fase) Observando a figura da fita dobrada vemos que x+50°450° =
180° , donde x = 80°.

4. (OBMEP 2014 - 1? fase) A soma dos angulos internos de um triangulo é 180°. Observe
que os trés o angulos nao marcados dos triangulos (com vértices em B) somam 180°

, ja que A, B e C estao alinhados. Assim, a soma dos angulos marcados é (180° x
3) — 180° = 360°.

5. (OBM 2004 - 1* fase) Seja P o ponto de encontro entre os lados ED e HF'. Note que
ZPCF =180 — 75 — 60 = 45° e que ZPFC = 180 — 65 — 60 = 55°. Como ZDPF
é externo do triangulo PCF', temos que ZDPF = 45 + 55 = 100°. Por outro lado,
ZDPF também é externo do triangulo IPD. Logo,

ZDPF = x +60° = z = 40°.

6. (OBM 2007 - 1* fase) Como o triangulo ABC é equildtero, o angulo interno ZA mede
60°. Se DG é paralelo a AB, entao o angulo entre DG e AC' é 60° ou 180°—60° = 120°.
Sendo x o maior angulo entre esses dois segmentos, z = 120° .

7. (OBM 2004 - 1* fase)

15
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8.

9.

10.

11.

12.

5x

3x+4x=Tx \ 6x + 2x = 8x
3x 2x

6x

180° - 7x
4x

Temos: 8¢ = 180° — 7x + bz < 10z = 180° < = = 18°.

(OBM 2004 - 1* fase) AE = AF = AB=3cm, ZFAD = 90°—-60° = 30°, ZFAE =
AE><AF_3><3_45

2 2

30°+60° = 90°. Logo AFAFE é retangulo em A e tem &rea

cm2 .

(OBM 2006 - 1* fase) Pelo teorema do angulo externo, ZADFE + x = 30° + ZABD
< /ADE =/AED =30°+ /ABD —x =x+ ZACD & ¢ = 15°.

(OBMEP 2007 - 1* fase) O triangulo AOB é isosceles pois os lados OA e OB sdo
iguais. Logo, os angulos ZOAB ¢ ZOBA também sao iguais, ou seja, ambos tém
medida a . Notamos agora que o angulo central ZAO B mede 0 x 360° = 144°. Como

a soma dos angulos internos de um triangulo vale 180°, segue que 2a + 144 = 180°.
180° — 144°  36° 18°
2 2

Logo a =

A

A

(OBMEP 2008 - 1* fase) Lembramos primeiro que em um triangulo um angulo externo
é igual a soma dos dois angulos internos nao adjacentes. Logo LACB = LCAD +
/CDA =2x ZCDA = 96°. Notamos que ZCAD = ZCDA pois o triangulo CAD
é isésceles. Do mesmo modo obtemos /CBA =2 x /DEA e /BAC =2 x /FFEA.
Somando essas trés igualdades e lembrando que a soma dos angulos internos de um
triangulo é 180°, obtemos 180° = 96° + 2 x (LDEA + ZFFEA) = 2 x Z/DEF &
/DEF = 42°.

(OBMEP 2009 - 1# fase) Nesta solu¢ao vamos usar repetidamente o teorema do angulo
externo. Vamos indicar por z a medida do angulo ZBAC . Como o tridngulo ZADFE
é isdsceles, temos /DEA = z. O angulo Z/EDF é externo ao triangulo ADFE, e pelo

16
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13.

14.

teorema do angulo externo temos /EDF = z + ¢ = 2x. Como o tridngulo DEF é
isdsceles temos também ZEFD = 2x; o dngulo ZFEC, externo ao triangulo FEA,
mede entdao 2z + x = 3x . Analogamente, concluimos que ZCBA = 4z , e como o
triangulo ABC' é isésceles segue que /BCA = 4x. Logo 180° = 4x 4+ 4z +x = 9z
donde z = 20°.

C

(OBMEP 2009 - 1* fase) Lembramos que a soma dos angulos internos de um poligono
de n lados é (n — 2) x 180°. Podemos ver a figura do enunciado como um poligono
de 6 lados (em trago mais grosso na figura ao lado); a soma de seus angulos internos
é entao (6 — 2) x 180° = 720° . Por outro lado, como os trapézios sdo congruentes,
a soma destes angulos internos é igual a 10 vezes a medida do angulo marcado, que

=72°.

vale entao

(OBM 2016 - 22 fase) Um quadrildtero convexo pode ser dividido em dois triangulos.
Portanto, a soma das medidas dos angulos internos de um quadrilatero é igual a
360°. Na figura, o prolongamento de cada um dos lados dos triangulos internos e dois
desses lados formam um quadrildtero cujos angulos internos medem 90° , 90° | 122° e
x +47°. Para se convencer disso, considere a linha verde vertical tracada a partir do
vértice superior do quadrildtero, paralela ao lado do quadrado maior. Veja a figura a
seguir.

17
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15.

16.

17.

a7°

47° 122°

XO

Logo, 90° 4+ 90° + 122° 4+ 2 + 47° = 360° < X = 360° — 349° = 11°.

Nesse problema temos que tomar cuidado para nao utilizar que D, E e F' sao colinea-
res, pois isso é o que queremos provar. Basta mostrar que /DEA+/AEB+/BEF =
180°. O angulo ZAEB é 60° pois o triangulo AE B é equildtero. O trianmgulo DE A

é is6sceles de base DE, pois AD = AB = BE. Por outro lado, o angulo ZDAFE é 30°

180° — 30°
e portanto podemos concluir que DEA = ADE = — = 75°. O triangulo

180° — 90°
BEF é retangulo e isosceles. Entao BEF = EFB = — s = 45°. Portanto

/DEA+ ZAEB + /BEF = 75° 4+ 60° 4+ 45° = 180°, portanto os pontos D, E e F
sao colineares.

(OBM 2007 - 2* fase) Note que os tridangulos PT'A , ABD , BCE , e PQC sao
todos isésceles. Como /STP = 108° , /PTA = /PAT = 72° . Assim, temos que
/TPA=236°e /BAD = /BDA = 18°. Além disso, ZABD = 144° ¢ ZCBE = 66°.
Como ZQPC = 126°, temos que LZQCP =27° e LZECB = 57°. Logo, ZQCE = 174°.

(OBM 2008 - 3? fase)

a) Nao é possivel. Para que seja possivel cobrir o plano com uma figura, em cada
vértice determinado pelas figuras que a cobrem a soma dos angulos internos deve
ser 180° ou 360°:

Soma 180° Soma 360°

18
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Todo pentigono pode ser cortado em trés triangulos, de modo que a soma de seus

angulos internos é 3 x 180 = 540. Assim, cada angulo interno de um pentdgono
= 108°. Como 108 < 180 < 2 x 108 e 3 x 108 < 360 < 4 x 108,

nao é possivel cobrir o plano com cépias de um pentagono regular.

Note que, como ZA+ /B = 180, EA e BC sao paralelos, de modo que EABC' é

um losango. Assim CE = DE = CD e CDE é um triangulo equildtero. Assim

é possivel cobrir o plano com o pentdgono ABCDE, como mostra a figura a
seguir:

regular é

18. (OBM 2006 - 1* fase) Trace retas horizontais pelos vértices mais baixos dos trés

19.

um quadrado e de um pentagono regular sao, respectivamente, 60°, 90° e

quadrados.

30° 126° /

] [e]

Entao os angulos a esquerda e a direita do vértice do quadrado da esquerda sao 60° e
30°, respectivamente; os angulos a esquerda e a direita do vértice do quadrado do meio
sao respectivamente 180° —126° —30° = 24° e 90° —24° = 66°; os angulos a esquerda e
a direita do vértice do quadrado da direita sao respectivamente 180° — 75° —66° = 39°
e 90°—39° = 51°. Enfim, no triangulo retangulo com um dos angulos igual a x, temos
x =90° — 51° = 39°.

(OBM 2009 - 1* fase) As medidas dos angulos internos de um triangulo equilatero, de

(5 —2) x 180°
5

19
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108°. Assim, ZHDE = 360°—(60°+90°+108°) = 102°. Temos ainda que o triangulo
HDE ¢ isésceles com HD = DFE e, portanto, 8+ 8+ 102° = 180° & [ = 39°.

20. (OBM 2010 - 1* fase) Prolongue QR até encontrar o segmento X S. Através da figura,
podemos encontrar o valor do angulo externo do poligono, que deve ser 360° dividido
pelo ntimero de lados n.

360°  40°
n B n

< n = 27.

3e + 140° = 180° & 3e = 40° &

21. (OBM 2011 - 1* fase) Sejam a = ZBAC, f = LADE e 20 = ZBCA. Temos
ZABC = 50° + a. Pelo teorema do angulo externo no triangulo BCD, o+ 50° 460 =

90° + 5. Além disso, 2a+ 20 4+ 50° = 180° pela soma dos angulos internos do AABC.

180° — 50°
Substituindo o valor de @« + # = —————— = 65° na primeira equagado, obtemos

2
B = 25°.

22. (OBM 2011 - 1* fase) Sejam aw = LBAE e f = ZDAC. Como BD = AB, ZBDA =
40° + . Analogamente, ZAFEC = 40° + 5. A soma dos angulos internos do AAED
produz 120° +a+ 8 = 180° & a + 8 = 60°. Portanto, ZBAC = a+ 8+ 40° = 100°.

20
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23.

24.

25.

26.

n | Soma dos dngulos internos | Angulo interno
3 180° 60°
4 360° 90°
5 540° 108°
6 720° 120°
8 1080° 135°
A
(0
40°+B 40°+a
B E D C
(OBM 2016 - 1? fase) O angulo interno de qualquer vértice de um poligono regular de
180°(n — 2
n lados é L Consequentemente, ZABL = 90°, ZABI = 108° ¢ ZABC =

135°. Dal, AC’BPI =27°e LLBC = 360°—-90°—135° = 135°. Como LB = BC' = BI,

os triangulos LBC' e C'BI sao isésceles de bases LC' e C'I. Assim 0 = ZLCB +
180° —135°  180° — 27°
/BCI = + = 99°.
2 2
(OBM 2014 - 2* fase) O angulo externo a um vértice de um pentdgono regular é
72° enquanto que o angulo interno de de um triangulo equilatero é 60°. Assim, pelo
teorema do angulo externo aplicado ao tridngulo FAG com respeito ao dngulo externo

do vértice A, temos: ¢ = LFAE — ZEGA = 72° — 60° = 12°.

Observe que ZGHC' é externo do ADHE. Logo, /GHC = Z/DEH + ZEDH. Da
mesma forma, ZHGC' é externo do AABG. Logo, ZHGC = ZABG+/ZBAG. Assim,
a soma dos angulos da estrela é igual a soma dos angulos do AHGC que é 180°.

(OBMEP 2007 - 2* fase)

a) Para completar a primeira coluna da tabela basta substituir os valores n = 5,6
e 8 na férmula (n — 2) x 180°. Para completar a segunda coluna, basta dividir
os valores da primeira coluna pelo valor correspondente de n, ou seja, calcular

(n—2) x180° . . . . §

f; a justificativa para essa expressao é que poligono de n lados tem
n angulos internos iguais, cuja soma é (n —2) x 180°. A tabela completa é dada
abaixo.

b) O angulo interno de um quadrado é 90° e o de um octégono regular é 135°. Para
que alguns poligonos regulares se encaixem, a soma de seus angulos internos
deve ser 360°. Como 90° + 135° + 135° = 360°, segue que um quadrado e dois
octogonos regulares se encaixam.
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)

O angulo interno de um triangulo equilatero é 60° e o de um heptagono regular
L, 7T—2
é

5
x 180° = - x 180° Seja n o numero de lados do terceiro poligono; o

angulo interno desse poligono é entao T2y 180°. Como os trés poligonos se
-2 5 -2
B2 180° = 360° & 142 x 34—

3:
7 5

encaixam, temos 60° —1—2 x 180° +
6 < Tn+ 15n+ 21(n — 2) = 42n, donde n = 42.

27. (OBMEP 2008 - 2* fase)

a)

c)

Para calcular a area do poligono AM BNCPDQ , basta observar que ele pode
ser dividido no paralelogramo ABCD e nos tridangulos AMB , BNC , CPD e
DQA . Como M , N , Pe () sao centros de quadrados, a area de cada um
desses triangulos é um quarto da area do quadrado correspondente. Como dois
desses quadrados tém 4rea 42 = 16 e os outros dois tém &rea 62 = 36 , a 4rea

1
procurada é é [ABC D]+ é&reas dos triangulos = 20 + 1(16 + 16 + 36+ 36) = 46

cm2 .

Seja a a medida do angulo ZDAB Como ABCD é um paralelogramo, segue que
/ABC = 180° — .. Por outro lado, como M , N e @ sdo centros dos quadrados
correspondentes, os angulos marcados em preto na figura ao lado sao todos iguais
a 45°. Logo /ZMAQ = ZQAD + /DAB+ /BAM =45°+a+45°=a+90° e
ZMBN = 360°—(LABM+/ZABC+ZNBC) = 360° —[45°+(180° — ) +45°] =
o+ 90°, donde ZMAQ = ZMBN.

........................

Como os quadrados sobre AB e C'D sao iguais, bem como os quadrados sobre
BC e AD , e como M , N , P e (Q sao centros desses quadrados , temos
AM = MB=CP=PD e BN =NC=AQ = QD . Por outro lado, segue do
item anterior que /M AQ = /MBN = /NCP = /PDQ@ donde os triangulos
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QAM , MBN , NCP e PDQ sao congruentes. Como M N PQ é obtido de
AMBNCPDQ , retirando-se os triangulos QAM e NCP e adicionando-se os
triangulos M BN e PDQ, temos [M NPQ] = [AMBNCPDQ)] = 46 cm?.

A congruéncia dos triangulos QAM , NBM , NCP e QDP mostra que QM =
MN = NP = PQ , ou seja, MN PQ é um losango. Para mostrar que M N P(Q
é um quadrado, basta entao mostrar que um de seus angulos internos ¢ igual a
90°; vamos fazer isso para ZQMN. Como M é o centro do quadrado sobre AB,
temos que ZAM B = 90° por outro lado,da congruéncia dos triangulos AM Q)
e M BN tiramos ZQMA = ZBMN. Logo ZQMN = ZBMN + ZQMB =
LQMA+ ZQMB = 90° e segue que MNPQ é um quadrado.
Alternativamente, basta mostrar que QM = NP e que ZQMN = 90°, como
acima, e finalizar argumentando (por exemplo, por simetria) que a situagao é
idéntica nos outros vértices.

28. (OBMEP 2008 - 2* fase)

a) Qualquer poligono que cumpra o critério de ser elegante serve.

b) Como um poligono elegante é convexo e é formado colocando lado a lado qua-
drados e triangulos equilateros, seus angulos sao somas de parcelas iguais a
60° ou 90° que nao ultrapassem 180°. Os valores possiveis sao entao 60°, 90°,
120° = 60° 4 60° e 150° = 60° + 90°.

¢) Sabemos que a soma dos angulos internos de um poligono com n lados é (n —
2) x 180°. Por outro lado, vimos no item anterior que o maior valor possivel
do angulo interno de um poligono elegante é 150°; logo,a soma dos angulos
internos de um poligono elegante de n lados é no maximo n x 150°. Temos entao
180(n — 2) < 150°n, e segue que 30n < 360 , ou seja, n < 12.

d) A figura abaixo mostra um poligono elegante de 12 lados.

29. A soma dos angulos de um pentdgono qualquer é igual a 3 x 180° = 540°. Como o
pentagono é regular, todos os seus angulos devem ser iguais a @ = 108°. Além disso,
os angulos do triangulo PRS sao todos iguais a 60°, pois trata-se de um triangulo
equilatero. Por outro lado, todos os lados do pentagono e todos os lados do triangulo
PRS sao iguais entre si. Com isso, podemos provar que os tridngulos PTS e UVT

sao isoceles. Dal,

(i) APBT iséceles e ZPST = 48° implicam em ZTPS = ZPTS = 180027_480 = 66°.
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(ii) AUVT iséceles e ZPST = 108° implicam em £TPS = ZPTS = M =
36°.

Por fim, ZVTP = 108° — 66° — 36° = 6°.

U

R S

30. Veja que todos os lados do pentagono e todos os lados do quadrado sao iguais entre si,
pois possuem um lado em comum (ED) e sao ambos poligonos regulares. Portanto, o
AFFEA é isésceles. Ja sabemos que o angulo interno de um pentdgo regular é 108° e
que o angulo interno do quadrado é 90°. Note que ZFEA = 360°—108°—90° = 162°.
Agora, no sendo ZFEAF = /EFA =z, no AFEA, temos:

2x 4+ 162° = 180° = x = 9°.

G

A B

31. Como ABC' é isosceles, ZABC = ZACB = 50°. Além disso, os triangulos BDF e
CDE sao isosceles. Assim,

/BDF = /BFD = /ZCED = ZCDE = 65°.
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Portanto, ZEDF = 180° — 2 x 65° = 50°.

32. Seja LZCAB =z, entao ZABC = 90° — x. Note que os triangulos AMC e ENC sao
isésceles, assim:
(i) No triangulo CBN, /CNB = /NCE = 802000 _ 450 4 2.

(i) No triangulo ACM, ZAMC = LZACM = 18%=2 — 90° — £,

Para finalizar, CN M a soma dos angulos 180°, logo:

/NCM = 180° — (90° - g) + (45" n g) — 45°.

33. Seja LZBAC = x. Como AFFE é is6sceles, ZAEF =1z e /ZEFD = 2x, pois é externo
ao tridangulo AEF. Sendo FED isosceles, ZEDF = 2x. Além disso, Z/BED = 3x
(pois é externo ao tridngulo AED). Note que ZEBD = 3z, pois BED é isésceles.
Usando o angulo externo no ABDA, /BDC = 4x. Logo, ZBCD = 4x, pois ABDC
é isdsceles e ZDBC = x pois ABC ¢ isésceles. Somando agora todos os angulos do
AABC, temos:

T+ 4z + 4z = 180° = 9x = 180° = = = 20°.
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34.

35.

36.

Portanto, os dngulos do tridngulo sao 20°, 80°, 80°.
Seja x = ZDAC.
(i) Como AADE é isésceles, ZADE = ZAED = % =90° — 3.
(i) Como AABC & isésceles, ZABC = LACB = B30 _ 750 _ 2,

Usando o angulo externo no triangulo DEC, temos que

90° — g — JEDC + (75" - g) —~ /EDC = 15°.

Note que ADEC é isosceles, logo /DEC = ZECD = 20°. Pelo angulo externo,
/EDB = 40°. Como EBD também é isésceles, /EBD = 40°. Observe que ZAEB =
60°, pois é exeterno do AEBC. Agora, AEB é isosceles e tém um angulo de 60°,
logo é equildtero. Dessa forma, AEF = EB = AB. Por outro lado, pelo enunciado
EB = ED. Com isso, AAED é isosceles. Portanto, /ZEAD = ZEDA. Como
/DEC = 20° é exeterno do AAED, segue que ZEDA = 10°.

A

Observe que GFED é um losango, pontanto também é um paralelogramo. Além
disso, os triangulos FEC, FGA e GBD sao isésceles. Se /FCE = z, entdao ZEFC =
x e ZFED = 2z (angulo externo). Agora, como GFED é um paralelogramo, ele
tem os pares de angulo opostos iguais e angulos adjacentes somando 180°. Assim,
/GFE = /GDE = 180° — 2z. Logo, ZGDB = 2x e como AGBD é isésceles,
/GBD = 2x. Por outro lado, no vértice F', ZAFG = x. Porém, como FAG também
é isésceles, LAGF = /GAF = % = 90° — 5. Por fim, a soma dos angulos no
AABC: . .
7+ 20+ (90— 7) = 180" = 20 + 7 = 90°

= 4x + x = 180° = 5z = 180° = = = 36°.
Portanto, os angulos do triangulo ABC' sao 36°,72°, 72°.

26



POTI - Geometria - N1 - Aula 4 - Prof. Bruno Holanda & Emiliano Chagas

37. Prolongue os lados AB, CD e EF em ambas direcées. Sejam P, () e R os pontos
de encontro entre estes prolongamentos. Note que /PFA = /PAF = 60°, pois
sao ambos suplementares a dois angulos internos do hexdgono (ambos iguais a 120°).
Portanto, o tridngulo PAF é equildtero. Da mesma forma, BCQ e DE R também s&o
equildteros. Mais ainda, PR(Q) serd equilatero, pois tem todos os angulos iguais a 60°.
Agora, sejam PA=AF =FP=x, BC=CQ=QB=ye DE=FER=RD = z.
Como PQR é equilatero,

PQ=QR=1+AB+y=y+DC+z= AB—DC =z — 1z = DE — AF.

Trocando os termos de lado, temos que AB — DE = DC — AF. Utilizando um
raciocinio analogo, conseguimos a outra igualdade.
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